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\OTE  SUU  LE  DÉPLACEME\T  L\l1\LME\r  PETIT 

DIX  nmm  attaché  a  u\e  coirbe; 

Par  m.  LEVEUGLE, 

Lieutenant-Colonel  du  Génie. 


Li  [)réseiite  Noie  a  pour  but  de  taire  eonnaitrc  (Jcs 
formules  qui  soat  peut-être  nouvelles  et  qui  .sont 
relatives  aux  variations  infinitésinrales  des  arêtes  d'un 
trièdre  dit  caractéristique  dont  le  sommet  se  déplace 
sur  une  courbe  tracée  sur  une  surface.  J'ai  été  conduit 
à  ces  formules  en  décembre  i()i4î  «lors  que  j'étais  en 
captivité  en  Allemagne  et  que,  privé  de  tout  livre  à 
ma  portée,  car  j'ignorais  alors  presque  totalement  la 
langue  allemande,  je  cherchais,  pour  me  distraire,  à 
rétablir  de  mémoire  la  théorie  des  quaternions  que 
j'avais  étudiée  quelque  temps  avant  la  guerre  dans  les 
ELétnents  de  Hamilton.  Revenu  de  captivité  depuis 
quelques  mois,  je  pense  que  ces  formules,  qui  ont 
l'avantage,  comme  celles  de  Frenet,  de  ne  contenir  que 
des  éléments  caractéristiques  de  la  courbe  et  de  la 
surface  sur  laquelle  elle  est  tracée,  peuvent  présenter 

Afin,  de  Malliémat.,  4"  «éiie.  1.  \I\.  (Janvier  1919.)  • 


quelque  intérêt  et  c'est  ce  qui  m'engage  à  publier  celle 
Note. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  notations  ei 
résulta,ts  élémentaires  du  Calcul  des  quaternions. 
Soient  a.  [i  deux  vecteurs  unitaires  (c'est-à-dire  de 
longueur  unité).  Nous  désignons  par  9  l'angle  plus 
petit  que  -  que  font  entre  elles  les  directions  positi\e- 
cle  a  et  p.  Soit  alors  z  un  vecteur  unité  perpendicn- 
laii'C  au  ])lan  de  a  et  |j  et  dont  le  sens  est  tel  que  ]>ar 


Fis;.  I. 


rapport  à  v\n  observateur  dont  les  pieds  sont  posés  sur 
le  plan  (aj3)  et  dont  la  tête  est  en  s,  le  sens  de  rotation 
de  a  vers  ^  soit /)Oit«f/"  (c'est-à-dire  en  sens  inverse  des 
aiguilles  d'une  montre);  on  aura 


(i) 


cosO    -  î  siiiO. 


On  sait  de  plus  que  Ton  a,  quels  que  soient  les  vec- 
teurs a,  jîj.  Y,  l'identité 

Nous  désignons  avec  Haniilton  par  S,  V,  T  les 
caractéristiques  du  scalar,  du  vecteur  et  du  module. 

Nous  rappelons  que  si  l'on  considèie  une  courbe 
quelconque,    et  si  l'on  prend  Varc  s  de  cette  courl)e 


(3  ) 

comme  variable   indépendante,    na   w  »ii  (lésii;ii;ini 
par  c'  le  vecteur 

,       do 

qui  est  dirigé  .suivant  la  tangente  à  la  courhe. 

c'est-à-dire  que  s'  est  un  vecteur  unité. 

D'autre  part,  le  \ecteur  -'  du  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  a  pour  valeur 


et  le  rayon  de  courbure  r  est 


2.    Trièdre    normal.    Formules    de    Frenet.     — 
SoientM  nn  point  d'une  courbe.  C  le  centre  de  cour 

Fig.  2. 


bure  et  p'  le  vecteur  unit*'  suivant  la  langenle.  -\(>u> 
désignons  par  v  un  \ecteur  unité  dirigé  de  M  vers  !•• 
centre  de  courbure,  et  par  u  un  \ecteur  unité  perpeji- 
diculaire  à  p'  et  v  et  dans  une  direction  telle  que  !«• 


(  4  ) 

Irièdre  p'v{xsoitj9o.s'f7//.  Nous  appellerons,  pour  abréger, 
le  vecteur  v,  normale  principale  et. le  vecteur  a, 
binormale. 

Soient  6  ïangle  de  contingence,  c'est-à-dire  l'angle 
des  deux  tangentes  infiniment  voisines,  et  -:  Vangle  de 
torsion,  c'est-à-dire  l'angle  de  deux  binorniales  infini- 
ment voisines. 

Soit  ds  l'arc  infiniment  petit  de  la  courbe  (variable 
indépendante).  Supposons  que  le  point  M  se  déplace 
infiniment  peu  sur  la  courbe  dans  le  sens  ds.  On  a 

ds  =  /O. 

Le  Irièdre  p'vii.,  cjiie  nous  appelons  trit'dre  normal, 
se  déplace  infiniment  peu.  Gherclions  à  déterminer  les 
variations  infiniment  petites  r/p',  dv,  d\j.. 

On  a  d'abord 

dp  =0   «5  =  1  p  .V  ds  =^  —  V  =  Ov. 
/• 

On  a  ensuite  (en  supprimant  ici  le  signe  \  ) 


d\i  =  \  dp  V  -h  Vp'  di. 

Le  premier  terme  est  nul  puisque  Je'  est  parallèb' 
à  V.  Donc  û?a  est  perpendiculaire  à  p'.  Mais  ijl  étani 
unitaire,  on  sait  que  r/jj.  est  aussi  perpendiculaire 
à  u.  (').  Donc  d'J.  est  parallèle  à  Vp'jJi,  c'est-à-dire  à  v. 
D'autre  part,  d'après  la  définition  de  t,  le  module 
de  d\}.  est  ±7,  et  il  est  clair  qu'il  faut  prendre 

d\i.  =  —  ■tv. 


(')    Car    (le    l"L(|uation    ;j.- =  —  i    on   déduit,    par    dinércnlialion, 
S'j.  du.  =  o. 


(  5  ) 


On  a  ensuite 
d'où 


rfv  —.  \  [x  dp'  -h  V  dix  p', 
OU  bien,  en  remplaçant  do'  et  c?u  par  leurs  valeurs, 

rfv  =  —  Op'^  T;i.. 

On  a  donc  les  formules  très  importantes  (formules 
de  Frenet) 

/  <fp'=  Ov  (variation  de  la  tangente), 

(F)     <    d't  = — Op'-i-ta     (variation  de  la  normale  principalel. 
(   dix  =1  —  TV  (variation  de  la  binormale). 

On  connaît  tout  le  parti  que  l'on  tire  de  ces  for- 
mules pour  l'étude  des  courbes  gauches. 

Nous  allons  prendre  maintenant  un  problème  plus 
général. 

3.  Déplacement  Infinitésimal  général  d^un 
trièdre.  —  Considérons  un  trièdre  Irirectangle  f,  j\  /. 

FiK.   :5. 


qui  se  déplace  infiniment  peu  en  tournant  autour  de 
son  sommet  O. 


(<>  ) 

Soil  /'y'/.'  la  posilion  infiniment  voisine  du  trièdre. 
^i()^^s  définissons  cette  nouvelle  position  au  moyen  des 
angles  d'Euler.  Soit  pour  cela  o  un  vecteur  unité 
dirigé  suivant  rintersection  des  deux  plans  infiniment 
voisins  lOy,  i'Oj'.  \ous  supposons  que  o  est  pris  du 
même  côté  que  j  par  rapport  à  /.  Désignons  par  o  et  'l 
les  angles  de  i  et  /'  avec  o  et  par  t  l'angle  infiftiment 
|)etit  de  k  et  A'.  Les  an" les  o  et  -l)  sont  en  général 
finis,  mais  leur  différence  est  infiniment  petite. 

Nous  allons  exprimer  i'  j' k'  en  fonction  de  ijk  el 
des  angles  co,  -l.  z.  On  a  (2) 


Mais  on  a  (1) 


i   0 
8  i 


-  =  costl  —  /.'  sin-i/, 
0  '  ' 

^  ,    /      ■ 

-  =  COSC5  -I-  A-  sin  ce. 

i  '  ' 

Exprimons  dabord  k' .  On  a 

oai-  î  est  infiniment  petit  et  l'on  peut  poser 
cosï  =  r .  sin£  =  e. 

D'autre  part,  on  a 

0  =  /i?  i  =  ( cos  o  -î-  A  sin  ta  )  i  =  t  cos  cp  -f-  /  sin  o, 

et,  par  suite, 

/i'  =  /.  -1-  £  j  sin  œ  —  sy  cos  o. 

D'où 

/'  =  [  cos  '^  —  (  /i-  -H  £  f  sin  <i  -     =.y  cos  cp  )  sin  ']/ 1 
X  fcoscp  +  A-  sino)  i 
=  (cos4'  —  A-  sin  J/  —  ti  sin  o  sin'i  -f-  tj  costp  sintl/) 
X  (t  coso  -\-  j  sintp). 


(  :  ) 

En  efFectiiant  le  ciilcul,  on  trouve 

i'  =  i  cos  (o  —  •!<  )  —  y  si n  (  o  —  6  )  —  -./,  * i a  •!/. 
(  )ii  a  ensuilc 

D'où,  en  remplaçant  A"'  et  /'  par  leurs  valeurs  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

y  =  —  isin( -ji  —  'i')  ~^  J  cos('^  —  'b )  -i-  z/c  cos-i/. 

Mais  la  dinV-rence  es  —  'l  est  infinimrnt  petite. 
Posons 

el   l'eniplaçons  cos^  par  i  et  sin^-  par  ^\  cos'l  et  sin-L 
par  cos'^  et  sin'^.  Il  vient 

i'  =1  i  -{-  sj  —  ^k  sin o, 
/"  =  —  gi  —  j  -^  tk  cos îo, 
k'  =  ï  <  «in  cp  —  zj  cos  o  —  /. . 

<  )n  hlea  eu  posant 

i' —  i  =  di.         y  '  — y  ;=  dj,         /.' —  /  =  <//., 

nous  (d)tenons  les  formules  générales 

di  =       gj  —  z k  sin  o,   . 
dj  ^^  —  gi  -\-  £  k  cos  ç, 
dk  =  ît  sino  —  î/  cos'j. 

11  est  tacile  de  voir  que  les  formules  de  Frenet  n'en 
sonl  qu'un  eas  très  particulier.  On  a  en  elTel,  dans  le 
cas  du  trièdre  normal. 

i  =  z' ,        j  =  V,         /i  =  a. 

Le  plan  (i,  J  )  est  le  plan  osculateur  de  la  courbe, 
dont  la  caractéristique  n'est  autre,  comme  on  le  sait, 
que  la  tangente  elle-même,  de  sorte  que  o  se  confond 


(  8) 
aver  p'  et  que   l'on  a  es  =  o.   On  a  alors  évidemmenl 
f'  =  Q  et  £  =  T.  En  portant  ces  valeurs  dans  les  for- 
mules   précédentes,     on    retrouve     les    formules     de 
Frcnet. 

4.  Courbes  (racées  sur  une  surface.  Trièdre  ca- 
ractéristique. —  Les  avantages  obtenus  dans  l'étude 
i\ç>,  courbes  gauches  par  la  considération  du  trièdre 
normal  (ou  trièdre  de  Frenet)  attaché  à  la  courbe, 
nous  suggèrent  l'idée  de  considérer  également,  dans  le 
cas  où  une  courbe  est  tracée  sur  une  surface,  le  dépla- 
cement d'un  trièdre  mobile  dont  le  sommet  est  sur  la 
surface  et  dont  l'une  des  arêtes  /  reste  en  coïncidence 
avec  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe.  Les  deux 
autres  arêtes  seront  la  normale  à  la  surface  dont 
nous  choisissons  la  direction  positive  vers  le  centre  de 
courbure  de  la  section  normale  plane  de  la  surface 
suivant  la  tangente  i,  et  un  vecteur  unité  y  situé  dans 
le  plan  tangent  et  normal  aux  deux  premiers,  de  ma- 
nière que  le  trièdre  t,  y,  k  soit  positif  (ou  à  droite). 

ISous  appelons  ce  trièdre,  trièdre  caractéristiqifc 
de  la  courbe  au  point  considéré. 

Les  formules  du  n"  3  lui  sont  applicables.  Nous 
désignerons  par  n  le  vecteur  unité  /. .  Il  est  facile  de 
voir  que,  si  Ton  veut  que  p'  soit  encore  dirigé  dans  le 
sens  des  s  croissants,  il  faut  changer  ici  le  signe  de  î^ 
de  sorte  qu'on  a  les  formules  fondamentales  : 

f  dp' =      gj  —  m  s'iH'f, 

(L)  ]  dj  =  — ,^p'  —  »£cos'^, 

£ / COSÇ. 


\  dn  =  —  £o'  sinœ 


Dans  ces  formules  : 

t  est  V angle  de  deux  normales  infînimentvoisines 
à  la  surface  aux  points  P  et  P'  de  la  courbe; 


(  9  ) 
o  est  l'angle  que  fait  avec  Oa?  la  caractéristique  du 
plan  tangent  p'O/.  c'est-à-dire  V angle  de  2'  avec  sa 
direction  conjuguée. 

Il  reste  à  examiner  la  signification  géométrique  de  g . 

La  méthode  suivante  va  nous  fournir,  en  mêjue 
temps  que  l'expression  de  la  valeur  de  g  (que  l'on 
pourrait  d'ailleurs  obtenir  par  de  simples  considéra- 
tions géométriques),  deux  autres  relations  fondauien- 
tales. 

o.  Relations  entre  les  deux  frièdres.  — -  Ceci  posé, 
la  courbe  G  a  au  point  1*  un  trièdre  normal  délini  par 
les  éléments  g',  v,  'x  et  les  scalars  9,  t.  Cherchons  les 
relations  qui  existent  entre  les  éléments  de  ce  trièdre 
et  ceux  du  trièdre  caractéristique. 


l-ig. 


Désignons  par  H  l'angle  du  plan  osculateur  à  la 
courbe  avec  la  normale  à  la  surface.  Nous  avons  la 
transformation 

i  —  p', 

V  = /i  cosll -f-y  sinH, 

{i.  =  «  sinH  — y  cosll. 


(    'o   ) 
D"où  par  clilTérentialioii 

di  =  dz\ 
d'i  =  dn  cos  H  h-  dj  sin  H  -i-  (  /  cos  H  —  n  sin  H  )  c?H, 
d\i.  =  rf/i  sin  H  —  dj  cos  H  —  («  cos  H  -^y  sin  îl  )  rfH. 

Remplaçons  dans  ces  formules  dn^  dj ,  di  par  leurs 
valeurs  (L)  et  f/o',  c/v,  r/|JL  |)ar  leurs  valeurs  (F)  où  nous 
exprimons  p',  |ji.,  v  par  les  équations  de  transformation 
précédentes,  ^ous  obtenons  trois  équations  linéaires 
en  p',y,  n  dont  la  première  ne  contient  pas  p' 

gj  -+-  lit  sin'i  =  6(/t  cos  H  -+-  /  sin  H), 

( —  zp'  sin  (5  -+-  sy  costp)  sin  H 
-f-  (^p'-f-  «8  cos  a)  cos  H 
-h  (n  cos  H  -4-  /  sin  H)  dli  =  —  (n  cos  H  -+-  /  sin  H  )  t, 

<  —  £p'  sin  ç  4-  £/  cos'j  j  cos  H 
—  (,i?  p'  -i-  «e  coscp)  sin  H 
-i-  (y  cos  H  —  «  sin  II)  dH  =  —  p'6  -t-  (/i  sinH  —y  cos  H)  t. 

Egalons  de  part  et  d'autre  les  coefUcients  de  p',  /,  n; 
nous  obtenons  les  huit  équations  : 

(a)  .4,' =  Osiiilî, 

(b)  t  sin  cp  =  0  cosH, 

(c)  — s  sino  sin  H -I- ^  cosH  =  o. 

(d)  z  cosca  sin  II  -+-  sin  H  dH  =  —  t  sin  II, 

(e)  £  costp  cosH -4- cosH  rfH  =  —  -cos  H, 
(./)  -4- £  sincp  cosH  +  g' sinH  =  0, 

(  ff)  £  cosŒi  cosH -i- cosll  «?H  =  —  T  cosH, 

(/*)  — £cosçsinH  —  sinII<^H=       t  sin  H. 

Or  il  est  clair  que  (c)  est  une  conséquence  de  (i) 
et  (2)  de  même  que  (f).  D'autre  |)art  les  équations  (d), 
(e),  (^),  (h)  sont  identiques. 

On  a   donc   finalement,    comme    cela    devrait    être. 


(  'ï  ) 

trois  équations  seulement  : 

j  ^'  =  0  81.1  H. 

(M)  £  sin  cp  =  0  cosH, 

'    Z  COStP  =  T  -r-  C?II, 

dont  la  simplicité  est  remarquable. 

La  première  de  ces  équations  donne  l'expression 
de  g.  Elle  montre  que  g  n'est  autre  chose  qne  la  pio- 
Jection  de  V angle  de  contingence  H  sur  le  pian  tan- 
gent. On  sait  que  cette  grandeur  s'appelle  angle  de 
contingence  géodésique  de  la  courbe. 

Les  éléments  qui  entrent  dans  les  formules  (L)  sont 
ainsi  parfaitement  définis.  On  voit  que  ces  formules 
dépendent  des  éléments  essentiels  suivants  relatifs  â  la 
surface  sur  laquelle  elle  est  tracée  : 

i"  L'angle  t  de  deux  normales  inliniment  voisines  à 
la  surface; 

2°  L'angle  de  contingence  géodésique  de  la  courbe; 

a"  L'angle  es  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  direc- 
tion conjuguée. 

On  peut  prévoir  que  leur  importance  sera  analogue 
il  celle  des  formules  (F)  pour  l'étude  de  ces  courbes. 

La  deuxième  et  la  troisième  (M)  expriment  deux 
théorèmes  remarquables. 

6.  Invariants  en  un  point  relativement  à  la  tan- 
gente. —  Divisons  cbacune  des  deux  dernières  équa- 
tions (M)  par  l'élément  ds  de  la  courbe.  On  a 

£       .  0 

-T-sinc5  =  -—cosll, 
ds        '        ils 

£  T         d\i 

as         '        as        ds 


(  «2) 

Soit  alors  do  une  direction  (ixe  tangente  à  la  sur- 
lace,  et  considérons  toutes  les  sections  faites  dans  la 
surface  par  des  plans  passant  par  cette  direction.  On 

voit  qne  -^  et  es  restent  invariables.  Mais  -7-  est  alors 
*       as         '  as 

la  courbure  de  la  section  plane,  au   point  considère'-. 

cl   -4-  est  sa  torsion.  On  a  donc 
as 

cos  H 

=  const., 

/• 

I         d\\ 

1 7-  =  const., 

/'i         as 

où  /",  est  la  grandeur  que  Ton  appelle  rayon  de  tor- 
sion . 

La  première  de  ces  équations  exprime  le  théorème 
connu  de  Meusnier. 

La  seconde  exprime  un  théorème  dû  à  Ossian 
lion  ne  t. 

Je  crois  que  les  formules  (L),  maniées  par  des  mains 
jdus  expertes  que  les  miennes,  peuvent  avoir  de  tri-s 
uouibreuses  et  très  intéressantes  conséquences.  Je  me 
c:)nlenterai  de  quelques  remarques  élémentaires. 


[L'17a] 

PROBLÈME  SUR  LES  COLIQUES 
POSÉ  PAR  LA  illÉTROPHOTOGRAPIIIË  ; 

Par  m.  m.  n'OGAGNE. 


fiO  problème,  dit  des  cinq  points^  qui  consiste  à 
repérer  sur  la  carte  la  position  du  point  de  vue  d'où 
une    photographie   a   été   prise,  sur  plaque  verticale, 


(  i3  ) 

lorsqu'on  a  pu  identifier  sur  la  photographie  ciu<{ 
j)oints  marqués  sur  la  carte,  revient  géométriquemcal 
à  ceci  : 

Etant  donnés  cinq  points  A,  B,  C,  D,  D'  et  deux 
rapports  anharnioniques  p  et  c',  trouver  le  point 
commun  aux  deux  coniques  passant  U une  par  A,  B, 
C,  D,  Vautre  par  X,  B,  G,  D'  et  telles  que  ces  points 
déterminent  respectivement  sur  V une  et  Vautre  1rs 
rapports  anliarmoniques  p  et  p'  ('  ). 

Puisque,  si  M  est  un  point  variable  sur  la  première 
conique,  le  rapport  anharuionique  des  rayons  MA, 
MB.  MC,  MD  est  constant  et  égal  à  p,  il  conserve  cette 
valeur  lorsque,  le  point  M  venant  en  coïncidence  avec 
l'un  des  points  A,  B,  G  ou  D,  le  rayon  correspondant 
se  confond  avec  la  tangente  en  ce  point  ;  d'où  le  moyen 
de  construire  cette  tangente. 

Supposons  que  l'on  ait  ainsi  déterminé  les  tangentes 
en  A  et  en  B  aux  deux  coniques,  ces  tangentes  se  cou- 
pant, dans  chaque  couple,  respectivement  en  ï  <'t 
en  T'. 

Le  problème  se  trouve  ainsi  l'amené  au  suivant  : 

Construire  le  quatrième  point  O  commun  à  deux 
coniques  circonscrites  au  trian^^le  ABC,  connaissant 
jwur  chacune  d'elles  les  tangentes  en  A  et  en  B  qui 
se  coupent  respectivement  en  T  et  en  T'. 

Si  les  droites  OA  et  OB  coupent  GB  et  GA  res])ec- 
li\ement  en  a  et  en  Jj,  la  droite  a^  est  la  polaire  du 
point  de  rencontre  de  AB  et  OG  à  la  fois  par  rapport  à 
chacune     des     coniques     circonscrites     au    quadriJa- 


Cj    Voir  notre  Cours  de  géométrie  pure  et  appliquée  de  11:' cote 
Potyteclinique^  t.  I,  p.  99. 


(  '4  ) 

l('rc  ABCO;  elle  pusse  donc  par  les  points  T  et  ï'.  De 
là,  la  construction  cherchée  : 

Si  la  droite  Tf  coupe  BC  en  a  e/  AC  eu  fi,  le 
point  O  se  tt  oine  à  (a rencontre  des  droites  Va  et  Bfi. 


[P'6fJ 

sut  mï  TKAKSFORMATiON  GÉOMÉTRIOUE; 

Par  \1.  M.-F.  EGAN. 


Dans  la  question  1969  ('),  on  considère  le  triangle 
OPQ  ayant  pour  sommet  le  centre  d'une  ellipse  et 
pour  base  une  corde  PQ  de  l'ellipse;  on  demande  la 
position  limite  de  l'orthocentre  du  triangle  lorsque  i> 
tend  vers  P,  et  le  lieu  du  point  H  ainsi  déterminé. 

Il  est  claii-  que  II  est  le  point  d'intersection  de  la 
perpendiculaire  en  P  à  OP  avec  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  la  tangente  en  P. 

Remplaçons  l'ellipse  et  son  centre  par  une  courbe(P  > 
et  un  point  O  quelconques.  Prenons  O  pour  origiur 
et  soient  [x,  )■  )  et  (ç,  yi)  les  points  P  et  H.  On  a  faci- 
lement, en  désignant  d\-  '.  dx  par  )', 


Considérons  en  j)articulier  le  cas  où  la  courbe  (  P; 
est  unicursale,  et  soient 

X  y  I 


/(O        ,^(0        h{t) 


(')  \.  A.,  if^'iS,  p.  H)'.  L  ne  solution  a  été  publiée  (iqi'i,  p.  2S 


(    1 J    ) 


ses  équations.  Celles  de  la  courbe  ill),  lieu  du  point  II. 

seront  alors 

:  r,  —  I 

(»ù  l'on  a  mis 


('^) 


(H)  est  donc  unicursale.  Dans  le  cas  où  les  trois  pol\- 
nomes  ç(î),  ^i(0'  ^(O  n'ont  pas  de  facteur  commun, 
l'ordre  de  (H)  est  4 /<  —  '^.  celui  de  (P)  étant  n.  L'origine 
est  pour  (H)  un  point  multiple  dont  les  2.n  para- 
uiètres  sont  données  par  J'^-f-  g'-  =  o.  Le  polynôme; 
a  n  racines  doubles  (/tr=  o)  et  2n —  2  autres  racine- 
données  par^i,'' — f'g^^o.  Pour  ces  .'J/i  — 2  valeur- 
de  i  il  est  facile  de  constater  que  l'on  a  ;  ;  y,  =  — g  l  /  : 
donc  :  la  courbe  (H)  touche  la  droite  à  V infini  dans 
les  n  directions  perpendiculaires  aux  asymptotes 
deiV)]  elle  a  aussi,  en  général,  nn  —  2  asymptotes 
perpendiculaires  aux  tangentes  menées  par  O  à  (  P  i. 
Un  facteur  commun  aux  polynômes  c,  /,,  X^  peut  se 
présenter  de  plusieurs  laçons  : 

a.  Si  les  déterminants 

/'     A''     /'■ 
i»nl  un  facteur  conuuim  d'ordre  /.,  de  la  forme 


{t 


a)^  il 


i  y.  -^ 


/.). 


l'ordre  de  (II)  s'abaisse  de  /.".  Il  en  est  de  même  pour 
la  classe  de  (P),  soit  m,  qui  sans  ce  facteur  serait 
»-'<;ale  à   'A/i  —  2.    L'ordre    de    (H)  est   donc   toujour> 
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111 -\- m,  quel  que  soit  le  nouibre  /.".  Le  nombre  des 
asymptotes  de  (H)  se  réduit  aussi  à  ni. 

h.  Si  }i  contieat  un  taeleiir  double  (f  —  «)",  ;,  ''i,  •C 
ont  le  facteur  commun  (^  —  a),  l'ordre  de  (H)  diminue 
<lonc  par  l'unité.  La  division  par  [t  —  a)  laisse  le  fac- 
teur [t  —  a)'^  dans  ^,  donc  (H)  admet  la  droite  à 
V infini  comme  tangente  inflexionnelle.,  lorsque  (P  ) 
est  tangente  à  cette  droite;  le  degré  de  (W)  est 
alors  2  n  -\-  m —  i . 

c.  Si  (  P)  est  circulaire,  il  y  aura  un  facteur  commun 
à  y '+  i g-  et  A,  et  vin  autre  facteur  commun  à  /  —  ig 
et  A,  l'ordre  de  (H)  sera  donc  diminué  par  2. 

d.  Si  (P  )  passe  par  O,  celui-ci  étant  un  point  ordi- 
naire sur  cette  courbe,  /  et  g  ont  un  facteur  simple 
commun.  Le  po\ynoinefg'—J'g=f-(g'.fy  contient 
le  carré  de  ce  facteur,  donc  l'ordre  de  (II)  s'abaisse 
par  2. 

Il  s'ensuit  que  si  (P)  touche  la  droite  à  l'infini  en 
a  points  distincts,  a  en  chaque  point  cyclique  un  point 
luulliple  (à  tangentes  distinctes)  d'ordre  jB,  enfin  si 
l'origine  est  un  point  uuilti|)le  d'ordre  y,  le  degré  de  (H) 
sera    2  n  +  m  —  a  —  ■>.  |j  —  2 y. 

e.  Supposons  que  /"-j-  ig  rontient  un  facteur  carré, 
c'est-à-dire  que  O  est  un  fovcr  de  (  P)-  Meltons 

/^-  '>  =  ^M        /  —  'A"  =  y-,        /'  =  ''• 

les  ('-quations  (2)  deviennent 

(    r,  -v/;  =  À  ;j.(  •//  —  •/ a), 

{ïa)  -,  r,  — /;  =  À;j.(-/>.'— v'X), 

f   liZ  =  V -  (  ;j. >.'  —  •/  X  ) . 

Si  A  et  a  contiennent  respectivement  les  facteurs 
(/  —  a)-  et  ( t  —  «')",  les  trois  polynômes  (2a)  ont  le 
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facteur  commun  [i  —  a)  {t  —  «'),  donc  l'ordre  de  (H) 
s'abaisse  par  2. 

A  l'aide  des  équnlioas  (r^a),  revenons  sur  le  cas  c 
où  la  courbe  primitive  (P)  est  circulaire.  Si),  et  v  ont 
le  facteur  commun  {t  —  «),  les  trois  polynômes  de 
(2a)  contiennent  ce  facteur  avec  les  ordres  de  multi- 
plicité respectifs  1,  3,  2,  ou  o,  2,  i  après  la  division 
par  t  —  a.  Donc,  5f  (P)  est  circulaire^  (H)  lest  aussi 
et  le  point  O  en  est  le  foyer  double. 

Dans  les  cas  c,  d^  e,  Tordre  du  point  multiple  O 
sur  (H)  subira  la  même  réduction  que  le  degré  de  (H). 

Supposons,  pour  donner  un  exemple  concret,  que 
(P)  soit  une  conique.  Si  elle  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  (H)  sera  une  courbe  unicursale  touchant  la 
droite  à  l'infini  aux  points  dont  les  directions  sont  per- 
pendiculaires aux  asymptotes  de  (P),  ayant  en  outre 
deux  asymptotes  perpendiculaires  aux  tangentes  à  (Pj 
issues  de  O.  Si  O  est  le  centre,  ces  deux  couples  de 
points  à  l'infini  se  confondent;  dans  ce  cas,  X^  a  deux 
racines  triples  et  la  droite  à  l'infini  est  par  deux  fols 
tangente  intlexionnelle  à  (H). 

Le  degré  de  (H)  est  G  pour  une  position  arbitraire 
de  O,  il  se  réduit  à  \  si  O  est  un  foyer  de  (P)  ou  un 
point  sur  (P). 

Si  (P)est  une  parabole,  le  degré  de  (H)  sera  5  ou  .1 
suivant  le  cas  :  la  droite  à  l'infini  est  une  tangente 
inilexionnellc. 

Si  (P)  est  un  cercle,  (H)  est  une  quartique  circu- 
laire ayant  O  pour  foyer  double.  Elle  dégénère  en  un 
cercle  de  centre  Osi  Oest  sur  la  circonférence  (Pj  et 
aussi  dans  le  cas  ban  il  où  O  est  le  centre  de  (P). 

Posons  OP  =  r-,  OH  :=  p,  et  soit 

X  cosu)  -)- j'siuio  =  p 
Ann.  de  Malhé/nai.,  4"  série,  t.  XIX.  (Janvier  1911). ,1  2 


(  is  ) 

Féquation  de  la  tangente  à  (P)  au  point  P.  Les  coor- 

<lonnées  polaires  de  H  sont  p  et  w,  et  l'on  a  facilement 

p  =  /■-  '.p.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  (P)  est 

«m  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  a.  Prenons  OC  pour 

axe  des  x  et  soit  OC  =  b,  on  a  l'équation  de  (  H)  sous 

la  lornie 

,,, ,  o^ -h  b^ -\- 1  ab  cos M 

(  i  )  p  = — r , 

a  -+-  o  cosw 

qui  se  réduit  à  p  =  aa  quand  b  =  a,  et  à  p  =  a  quand 
h  :=  o.  Ecrivons  cette  équation  sous  la  forme 

(3a)  «(p  —  ■zbcosio)  =  a^-h  b- — bpcosv} 

Cette  équation  nous  donne  un  mode  de  génération 
<\e  laquartique  (H)  analogue  à  celui  d'une  conique  par 
foyer  et  directrice.  Considérons  en  effet  le  cercle  s- 
concentrique  à  (P)  et  passant  par  O.  Soient  S  le 
-second  point  de  rencontre  de  OH  avec  a-,  et  o  la  droite 

b^  =  a^-hb'', 

polaire  par  rapport  au  cercle  (P)  du  point  O'  symé- 
trique de  O  par  rapport  à  C.  Désignons  par  Ho  la  dis- 
tance perpendiculaire  de  H  à  o,  l'équation  (3«)  nous 
montre  que 

H  S  =  -  H  0. 

a 

Si  l'on  multiplie  (3a)  par  p,  pjiis  élève  les  deux 
membres  au  carré,  on  a  l'équation  cartésienne  de  (H) 

"-(^^  +  ■1'— 200^=  (^-+'n''')(''>'^  — «-— *^)S 

soit 

«ïcr2=  b^i^-+-■r;-)r,''-. 

Cette  équation  montre  que  les  deux  points  doubles 
de  (H)  en  debors  de  l'origine  sont  les  intersections  du 
•cercle  a-  avec  la  di'oite  o. 
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APPLICATIOXS 

Wmî  FORMILK  UE  GÉOMBTitlE  I^FI\'iTÉSniAI.Ë; 

Par  m.  F.  B.VLITRAND. 


En  un  point  \I  d'une  courbe  (JNI)  menons  la  lan- 
i;ente  Mx  et  la  normale  My  et  prenons  ces  droites 
pouraxes  de  coordonnées  mobiles.  Quand  AI  décria  (M), 
une  droite  MM, ,  inclinée  sur  Mj?  dun  angle  \ariable  h, , 
enveloppe  une  courbe  (Mi)  qu'elle  toucbe  en  nu 
()olnt  M, . 

Soient  .ç,  p,  t  l'arc,  le  rayon  de  ct)urbure,  l'angle  de 
contingence  de  (M)  en  M;  5,,  o,,  s,  les  mêmes  élé- 
ments de  (M,  )  en  M,.  Si  l'on  désigne  le  segment  AI  AI| 
par;-,,  on  a  la  formule  (/V.  A.,  191  5,  p.  i) 

sin  rt,   \as 
qui  peut  s'écrire 


dr, 

=   Oi    Slll  Oj  —  Ti  cos  6]. 


I  "'  1 


ds 

Le  second  membre  représente  la  projection,  cliangéc 

de  signe,  du  contour  MM,  C,  sur  Mx.  Si  l'on  appelle  z-, 

l'abscisse  du  centre  de  courbure  (1,  de  (M,)  en  M,. 

on  a  donc 

—  _  'J-illL. 
ds 

Celte   formule  qui  fournit  sitit  la   saleiir  de    ^,.   suit 


(  ^^«  ) 

l'iaterprctalioa  géométrique  de  —j—i  ost  siisceplihle  de 
quelques  a|)|)licalions. 

T.  Soil  /"i  =  const.  Alors  x\  =  o;  ce  qui  niiuitreque 
le  centre  de  courbure  C|  est  sur  la  uoruiale  eu  M. 

11.  Menons  par  M  une  seconde  droite  MM^,  inclint'e 
d'un  angle  0:>  sur  ^Ix  et  soient  / .,  et  .i'j  les  quantités 
analogues  à  x,  et  /•(.  Si  /',  =  r-j,  .^i  =  x.;,;  c'est-à-dire 
que  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  C,  et  C^j 
est  parallèle  à  la  normale  My.  Donc  : 

Si  les  lonmieurs  des  lam^eufes  menées  d'un 
point  M  à  deux  courbes  (M,  )  et  (Mo)  sont  égales. 
la  normale  ci  (M)  est  parallèle  à  la  droite  qui 
joint  les  centres  de  courbure  de  (Mi)  ^^(Mo)  aux 
points  de  contact.  (Manjnukim,  Princ.  et  dév.  de 
Géom.  ci  né  m.,  p.  4'^-) 

m.  Plus  généralement  supposons  /■,:=:=  K/^,  alors 
.?•,  =  K.-j:o;  donc  : 

Si  les  longueurs  des  tan  "en  tes  menées  d'un 
point  M  II  deux  courbes  (M,)  et  (  Mj  )  sont  dans  un 
rapport  constant.,  la  normale  éi  (M  )  divise  le  seg- 
ment C,  ('i2  des  centres  de  courbure  de  (M,  )  et  (Mj). 
en  M)  et  Mo,  dans  le  rapport  constant  K-. 

Donc,  si  (M,)  et  (Mo)  sont  deux  cercles,  le  lieu  du 
point  M  est  un  cercle,  car  sa  noruiale  passe  par  uii 
point  fixe  de  la  droite  qui  joint  les  rentres  des  deux 
cercles  donnés. 

IV.  Au  lieu  de  deux  courbes,  consitlérons  n  courl)es 
(Ml),  (Mo),  ...  (M„)  et  supposons  que  les  longueurs 
des    tangentes     menées   de    M    îi    <<■->    courbe»    >oient 
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liées  par  la  re  la  lion 

/(/■,,  /•,,  ...  ,  /•„)  =  o. 

l\ir  (li-rivation  on  obtient 

./',-,  (f'i  -^frdri  -i-.  .  .  -^/;.__  dr„  =  o, 
ou  bien 

7-.//-,  ••^'i  -+-  —/.•,,  ^2  ^  • .  .  -  —./,•„  ^'"  =  o. 

(Jn  voit  que  si  Ion  alFecte  les  eenlres  de  courbure  (î, . 

Co,  . ..  . ,  (\„  de  uiasses  égales  à  -  /;  ,  — y;„,  ....  — /;.„  ; 

la  normale  à  (M  )  passe  par  le  centre  de  gravité  de  ces 
points. 

(Considérons  en  particulier  le  cas  de  n  cercles  et 
supposons  que  les  longueurs  des  tangentes  qui  leur  soni 
menées  de  M  soient  liées  par 

/■']  -4-  r^  -t-  .  .  .  -(-  r\  =  const. 

l.e  lieu  de  AI  est  alors  un  cercle,  car  sa  normale  passe 
par  un  point  fixe,  le  centre  de  gravité  des  centres  des 
n  cercles. 

Ces  cercles,  et  d'une  façon  plus  générale,  les  courbes 
(  M|),  (  M2),  •  •  •  '  (  AI;j),  peuvent  être  reuiplacés  par  des 
points,  assimilés  ù  des  cercles  de  rayon  nul.  Si  par 
exemple  on  prend  une  ellipse,  un  ovale  de  Cassini, 
un  ovale  de  Descartes,  qui  ont  respectivement  pour 
«'•quations 

r,  -!-  /•«  ^  2«,     /'i  /•<,  =  a'^,     ai'i  -+-  br-,  =  e, 

on  a 

X\  /i  Ti  r'I  Ti  _       hr\ 

x-i  r-i  X'i  r\  u-i  ar-i  ' 

et  ces  relations  conduisent  aux  constructions  connues 
«les  tangentes  à  ces  courbes. 
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(;0\limO\  DE  COWERGEXCE  DE  TROIS  DROITES 
DE  SIMSO\  ; 

Par  m.  Paul  BOULANGER. 


La  cuiidition  polir  qur  les  droites  de  Siinson  corres- 
jjondant  à  trois  points  M,  N,  P  du  cercle  circonscrit  îi 
lin  triangle  ABC  soient  concourantes  peut  être  oh- 
lenue  d'une  manière  élémentaire. 

Désignons  par  «,  ;>i,  /«,  p  les  angles  des  rayons  OA. 
OM,  OjN,  OP  avec  le  diamètre  Oa?  du  cercle  circons- 
crit, qui  est  parallèle  au  côté  BC  du  triangle. 

La  droite  de  Simson  relative  au  point  M  ])eut  être 
construite  ainsi  ;  on  prend  le  symétrique  M'  de  M  par 
rapport  à  0,r,  et  l'on  mène  la  parallèle  à  la  droite  A^I' 
par  le  milieu  du  segment  qui  va  de  l'ortliocentre  H 
du  triangle  au  point  AI.  D'après  cela,  la  figure  formée 
par  les  trois  droites  telles  que  la  droite  Mj;.  parallèle 
à  AM',  construites  pour  les  trois  points  M,  IS,  P,  est 
liomothétique,  par  rapport  au  centre  H,  de  la  figure 
formée  par  les  droites  de  Simson  des  points  M,  jN,  P. 

La  convergence  des  deux  systèmes  de  droites  aur.i 
lieu  simultanément. 

Or   pour  les    droites    Ma,   -Nv,    Pw,    rattachées   an 

triangle  MAP,  la   convergence   s'exprime  par  la  relii- 

I  ion 

sin  NPra    sin  PNv    sin  N.M  ;jl  _ 
sin  MPttj  sin  MINj  sin  PM  \j.  ~" 

L'angle  PNv,  })ar  exemple,  fonné  par  NP  avec  iNv. 
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(»(i    avec    la    parallèle    N'A,    a     pour    mesure  -    (are 


AP —  arcNX'  ),    >oil 


I  -  -H  «^/  —  p  —  in 


La   coud  il  ion 


))récéclente    s'écrit    donc,    au    groupement    près    de- 
l'acteurs. 


n 


.     p  -^  in  —  a 

s\n 


n  -f-  2  /)  —  a 


=  ", 


et   elle   peut   se   mettre  sous  une   forme  très  siuiple. 

Posons  : 

/n  -\-  n  -i-  p  —  a  =  9.s; 

nous  aurons 

.     /         n  —  m\ 


n 


Soient 


n — p  =  17.,         p  —  m  =  2'j,         m  —  n  =  a^- 
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Larelalioii  établie  s'écrit  encore 

« 

I   I  si»  (5  —  k)  =  I   j  sin  (.s-  +  a) 

on.  eu  développant, 

sin's  coss  ^cot  3  cot -(  +  cos^s  =  o. 

C'jnune  a  -j-  ,3  +  y  =  o,  on  a  ^  cotjj  cot-'  r=  i ,  et  la 

relation  se  réduit  à 

coss  =  o. 

ou,  /.  étant  un  entier  quelconque, 

/n  -<r-  Il  -h  p  —  a  =  i(A  -:-  i)  r. 

C'est  cette  condition  nécessaire  et  suffisante  qu'on 
se  proposait  d'indiquer. 

Les  applications  de  la  formule  établie  peuvent  être 
nombi'euses  et  sont  faciles.  Par  exemple,  considérons  le 
triangle  formé  par  les  droites  de  Simson  perpendicu- 
laires aux  droites  concourantes  fournies  par  les  points 
M,  ]N,  P.  On  sait  que  ces  nouvelles  droites  corres- 
pondent aux  points  M(,  N,,  P,,  diamétralement  opposé» 
aux  points  M,  M,  P;  pour  eux,  les  angles  de  définition 
sont  : 

rui  =  m  -+-  Tt,  «1  =  /i  -t-  TT,         p^=  p  ^  T.. 

11  s'ensuit  que  l'on  a 

nii  —  «1-1-  pi  —  a  =  (^  2 /.-]  -H  1  )  - 

et  que  les  droites  de  Simson  des  points  M|,  IS,,  P,  con- 
courent. 

Par  conséquent,  les  droites  de  Simson  des  points 
M,  N,  P  sont  les  hauteurs  du  triangle  formé  par 
les  droites  de  Simson  perpendiculaires  à  celles-là. 
C'est  un  théorème  signalé  par  M.  Vautrin  dans  le 
Journal  de  Vuibert  (iqi8,  question  876i). 
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SOLiriOi\  D'li\  EXEKCICE  PROPOSÉ  AIX  CANDIDATS  A 
L'AGRÉGATION  PAR  LES  »  IVOPELLES  AIVIVALES  DE 
MATIIÉMATIOIES  »  (1914,  P.  o22); 

Par  m.  L.  LONG. 


«,  6,  c,  A,  B,  C  sont  six  fondions  d'un  même 
paramètre  t,  dont  les  dérivées  respectives  sont  «',  h' , 
c'.  A',  B',  C.  L'équation 

aj-  -^  by  -\-  c  =  sin(  A:r  -+-  By  —  G) 
représente  une  famille  de  courbes  (S). 

i"  Déterminer  les  points  d'inflexion  de  la  courhe 
(So)  qui  correspond  à  une  valeur  particulière  t^^  du 
paramètre  t.  Quels  sont  les  lieux  des  points  d'in- 
flexion des  courbes  (S)  quant  t  varie? 

E xaminer  le  cas  particulier  où  -—,  =  -—=—. 
'  ABC 

■2"  Soit  I,  l'un  des  points  d'inflexion  et  soit  (F,) 
le  lieu  de  ce  point  I,.  Sous  quelle  condition  la 
courbe  (F,)  appartiendra-t-elle  à  l'enveloppe  des 
courbes  (S),  le  point  de  contact  entre  l'enveloppe 
et  cette  partie  de  l'enveloppe  étant  toujours  un 
point  d'inflexion  I,  de  l'enveloppe  (S)? 

3°  Les  points  d'inflexion  de  (S)  étant  supposés 
numérotés  dans  leur  ordre  de  successioji  sur{S),  mon- 
trer qu'ils  se  répartissent  en  deux  groupes  :  le  groupe 
des  points  de  numéros  pairs  et  le  groupe  des  points 
de  numéros  impairs^  qui  jouissent  chacun  de  la  pro- 
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prié  té  suivante  :  si  les  lieux  (F,)  et  (Fy)  de  deux 
points  d'inflexion  d'un  même  groupe  appartiennent 
à  V enveloppe^  il  en  est  de  même  de  tous  les  points 
d'inflexion  du  même  groupe.  Donner  des  expres- 
sions générales^  indépendantes  de  tout  signe  de  qua- 
drature^ des  six  fonctions  a,  . . . ,  C,  lorsque  cette 
circonstance  se  produit  par  un  groupe. 

4°  Les  conditions  précédentes  sont  supposées  rem- 
plies :  peut-on  choisir  coni'enablement  les  six  fonc- 
tions pour  que  le  lieu  de  Vun  [ou  les  lieux  de  plu- 
sieurs) des  points  d'inflexion  de  Vautre  groupe 
appartienne  (ou  appartiennent)  aussi  à  Vemeloppe? 

Plus  particulièrement  encore^  est-il  possible  de 
prendre  pour  les  six  fonctions  «,  6,  c,  A,  B,  C,  des 
expressions  d'un  paramètre  t  telles  que  tous  les 
lieux  des  points  d'inflexion  de  deux  groupes  étant 
supposés  appartenir  à  l'enveloppe  des  courbes 
correspondantes  (S),  celles-ci  soient  uniquement 
constituées  par  ces  différents  lieux? 

1"  Soit 

(i)  ax  -+-  by  -f-  c  —  sin  (Aa;  -f-  ^y  -l-  C)  =  o 

Féquation  d'une  courbe  Sq-  En  appliquant  la  formule 

(f^?fh-  \f'rfrfly+  (f\yf"^^=  O 

qui  donne  les  points  d'inflexion,  on  trou\e 

(2)  («B  —  ^  A)-sin(Aa7  -t-  By^  C)  =  o. 

Les  points  d'inflexion  sont  donc  définis  par  les  deiiv 
équations 

/o.         i  ax  ^  by  -T-  c  =  o, 

(  Ax  4-  Bjr  -+-  C  —  /.  t:         (/c  étant  un  entier). 
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De  (.>  )  on  lire 


M) 


\ 

I  Çg— Ac  — g/.T 

l  •^'  \b  —  h! a 


(huind  L    varie,   le    lieu  des   points    d* inflexion  des 

CDurbes  S  est  représenté  paramétriqiienient  par  les 
t'qiiations  (4)- 

,-  ■    a  b  r        ,  . ,  ,  .  , ,, , 

.S  1  -7  =  jr-,  =  -t; >   la   première  équation  (.))  peut  être 
icinplacée  par  la  suivante  : 
(3')  A'^-4-B>~C'-  =  o 

cl   dans    ce    cas    le    lieu   des  points  d'inllevion,   défini 

par   (3')  et  la  seconde  équation    (3),  est    l'enveloppe 

des  droites 

\x  —  By-hC  =  /.-. 

a"  L'enveloppe  des  courbes  S  peut  être  débnie  par 
l('<,  deux  équati(tns 

(  ax   ^~  by   -f-  (•  =  sin  (Ax  -^  B  r  -+-  C), 

(  a  X  —  b' y  -r-c'=  (  A'-t-  B'-f-  G')  co»  (Ax—  Bjk  -;-C), 

entre  lesquelles  il  suffirait  d'éliminer  t  [)0ur  avoir  son 
l'-quation  en  coordonnées  cartésiennes.  Or  les  équa- 
li(ms(3)  vérifient  la  première  équation  (j);  la  deuxième 
•'•quation  (5)  devient,  en  tenant  compte  de  la  deuxième 
équation  (3)  et  de  { '\). 

(6;      a'[—  C6  -^  Bc  -^  bkv.'l  —  6'[C«  —  Ac  —  «A  -] 

—  c7A/y~B«;)=±(Aè  — Ba)(A'—  B'-i-G';, 

le  signe  -i-  convenant  pour  les  valeurs  paires  de  h  cl 
le  signe  —  pour  les  valeurs  impaires.  Telle  est  la  con- 
dition cherchée. 


(  '^H  ) 

.')"   Soient 

(6')  a[—Cb-hP>c-r--ib7:/ci\ 

-^  b[      Ca  —  Ac  —  >a~/<i]  -\-  c(\b  —  B  «  ) 
=  ^(  AZ»—  Ba)(A'+  B'-f-C'j 
et 

(6")  a[—Cb-hBc^  ■>. b - k^] 

~6[      Ca  —  Ac  —  ■ia-zki\-\-  c{kb  —  V>a) 
=  -^  (  A  6  —  B  r/  )  (  A'-+-  B'—  C  ) 

les  équations  (G)  relatives  à  deux  |K)inls  dinllexiou 
caractérisés  par  les  coefficients  pairs  aA",,  :ik-2-  En 
retranchant  (G")  de  (()'),  on  a 

•2  -  (  /  1  —  A2)  (  a' b  —  ah'  )  =  o, 
d  "où 

^'■'  a  b 

et,  en  intégrant,  a=^mb,  ?n  étant  une  constante. 
Ajoutons  membre  à  membre ((3' j  et  (()")  :  nous  obtenons 
l'équation  suivante,  en  tenant  compte  de  (j)  : 

A  6  —  B  « 

sous  cette   forme,  il  parait  difliclle   d'intégrer  (8)  en 
faisant  disparaître   tout  signe  de  quadrature;  mais  on 
peut  trouver  des  expressions  générales  des  six   fonc- 
tions a,  . . .,  C  satisfaisant  à  (8). 
De  (7)  on  tire 

a'        Ba         b'        A  A'        Xb'—Ba 


a         lia         b  \b         \b  —  Ba  ' 

on  peut  donc  écrire  (8)  sous  la  forme  suivante  ; 
(8')  c'--— =A'-T-B'^C'. 
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Ou  voit  que  si  1  Ou  il 

(ai)  r  =  ««1  a  ('/»!  =  const.) 

uii  peiil  intégrer  (8'),  et  Ion  a  ainsi 
I  'il)  c,=  A-f-B-f-G, 

(•)  étant  une  constante  d'intégration. 

On  peut  obtenir  deux  autres   expressions   a,,   j^  en 
(■crivant  (  8')  sous  la  forme 

c'_  A'-B'-G'-c-; 
a 

o  n  a  alors,  en  intégrant  [tar  partie, 
c  —  A  —  B  —  G  -h  c,  =   I  c  d  Log  a  =  c  Log  a  —   je'  Log  a 

(Ca  est  une  constante  d'intégration). 

Tout  signe  de  quadrature  disparaîtra  s!  l'on  prend 

c  l.of^a  =  nii  {mz=  const.) 

ou 

f,'=-  M  (  où  M  =  e'"'). 

L'ex|)ression  précédente  devient  alors 

A  -^  B  -^  G  =  ni-^  (  Logr  —  i  )  -f-  c  — •  f.>. 


(8')  peut  encore  s"écrirf> 

\a  J  a 

On  peut  prendre  alors 

A'-;-  B'-4-  G'=  nhjfi'         Hoii         \  ^-  B  -f-  G  =  /n^a  -^  c,; 

l'expression     [)récédente     donne     ensuite,     par     iiité-- 
gration, 

—  =  Log  a  4-  C;. 
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/r  s.)it 

(9)  a'[—Cb^Bc-r-b-(i/^'-^i)] 

-+-b'\      Ca  — Ac— r/-(2/.'-M)J  -^c'{Ab  -  iia) 
=  — (A/v—  Ba;(A'-H  B'+  C); 

la  conditloa  jxjur  que  la  coiirlx-  (1/,),  lieu  du  puuil 
<rinflexion  caraclérisé  parle  coetllcient  impair  2/,'  -h  1  • 
appartienne  à  renveloppe  des  courbes  (^S). 

En    lenani    coin[)le    de    (^),    la    relation    (c))    peut 
s'écrire 

c(a'B  —  b'\)-i-  c'(\b  —  Ba}=—(Ab~]ia)  (A'+  B-+-C'i 

ou 

(81)  c'-  —  =— (A'+B'-^C), 

relation  indépendante  de  /c,.  Ce  résultat  montre  que,  si 
les  six  fonctions  sont  telles  que  le  lieu  de  l'un  des  points 
d'inflexion  du  i^roupe  des  coefficients  impairs  appar- 
tienne aussi  à  l'enveloppe  (en  inèrne  temps  que  les 
lieux  de  tous  les  points  d'inllexion  de  l'autre  groupe). 
il  en  estainsi  pour  tous  les  points  d'inllexion  des  deu\ 
groupes. 

On  tire  de  (8')  (.-t  de  (81)  les  deux  relations  équiva- 
lentes 

A'^  B'-+- C'=  o,         doù         A -^  lî -i- C  =  const. 
et 


Les  conditions  demandées  au  paragraphe  4°  son!  di)nc 

1  ,7/       //       (■' 

1        =  -p  =  —  on  a  =  bm  =  en, 

(10)  '    "         b         r 

{  A  H-  B  -H  C  =  const. 
Si  les  fonctions  «,  b,  c,  A,  B,  C  satisfont  aii\   rida- 
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tiens  (lo),  les  équations  (5) qui  définissent  l'enveloppe 
(les  courbes  (S)  deviennent 

a'  X  -^  y  y  -:-  C'=  o, 
A^  +BjK-f-C  =  kT., 

et  ces  équations  sont  identiques  à  celles  qui  définissent 
les  divers  lieux  des  points  d'inflexion  des  deux  groupes. 
Il  suffit  donc  que  les  conditions  (lo)  soient  satisfaites 
pour  que  l'enveloppe  des  courbes  (S)  soit  uniquement 
constituée  par  les  divers  lieux  des  points  d'inflexion 
des  deux  groupes. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1105. 

(  1872,  p.  52;  ;  1917,  p.  299.) 

1°  Trouver  l'équation  des  courbes  qui  coupent  sous  un 
angle  constant  tous  les  segments  décrits  sur  une  même 
corde. 

2"  Même  problème  pour  les  hyperboles  équilatères  con- 
centriques qui  passent  par  un  point  fixe. 

3°  Même  problème  pour  les  ellipses  homofocales. 

\°  Même  problème  pour  les  cassiniennes  homofocales, 
c'est-à-dire  les  courbes  telles  que  le  produit  des  distances 
de  chaque  point  aux  n  sommets  d'un  polygone  régulier 
reste  constant.  Hatox  de  la  Goupillière. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Ces  diverses  questions  sont  des  applications  intéressantes 
des  coordonnées  isotropes  de  Darboux.  Je  rappelle  que  si  l'on 


pose 


(     32     ) 

Il  =  X  -\-  iy, 


u  et  ('sont  les  coordonnées  isotropes  du  point  x,  y,  que  si 
(a,  <'),  (ai  61)  sont  les  coordonnées  de  deux  points  M  et  A, 
on  a 

e'^tAM  =  //  —  «!.  e-'"w.  ÂM  =  ('  —  61, 

toi  étant  l'angle  de  AiM  avec  l'axe  des  or,  et  qu'enfin  l'angle  de 
deux  courbes 

F(  u,  v)  =  o,         *(?«,  4')  =  o 


est  donné  par  l'expression 


du 
ou 


On  en  déduit  immédiatementque  les  trajectoires  sous  l'angle  o 
des  courbes 


V(u) 


K,,         FûO*(«0  =  Ki,  F(u)^^(v)  =  K 


ont  respectivement  pour  équations  ; 

e'=P  h[F(u)]  —  e'9  L[*(c)]  =  const., 
e'o  ].[V(u)]  -)-e'?L [*((•)]  =  const., 
e'^Fiin        ^^-''9<I>(pi      =  const. 

1"  Soient  A(a|«i),  ï>{bib[)  les  extrémités  de  la  corde,  si  M 
est  un  point  du  cercle  AMB,  si 

AM-Cr  =  W],        ABM.O.ï-  =  m-2.         o),—  (o,  =  const. 

Ox  coïncide  avec  AB),  l'équation  du  cercle  AMB  sera 


N  —  «1  (' 


=  const. 


Les  trajectoires  sous  l'angle  cp  de  ces  cercles  auront   pour 
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oqiialion^ 


e'?L  ; e-'rL   -r-f   =  cunsl. 


Il  —  bi  ('  —  b[ 

Posons,  M  étant  un  point  de  Inné  de  ces  courbes. 
ÂM  =  3,.        BM  =  G,, 


pi 


On  a 


angle  AM.AB=:0,,        angle  BAJ.AB  =  e2. 
a  —  «i  =  pie'*^',  "  —  ^1  =  /i^'^^ 


,.-/6, 


-0\  =  p,e-'^^. 


L'ér|nation  des  trajectoires  s't'cril  alor- 


K' g  0,-0,,' -.5. 


Si  '^  =  -,  les  Iraiectoircs  ortiioLionaies  sont  les  cercles  avant 

pour  diamètres  les  segments  ayant  |)Our  extrémités  deu\ 
points  correspondants  de  I  involntioii  ayant  A  et  B  pour 
points  (loubios.  Le  cas  généial  peut  d'ailleurs  se  tiaiter  g'éo- 
inétrifjueniçnt  très  simplement  :  en  effet,  une  inversion  de 
centre  A  cl  de  puissance  AB  iransfornieni  les  cercles  AMB 
en  un  faisceau  de  droites  passant  par  B,  les  trajectoires  sous 
l'angle  cp  de  ce  faisceau  sont  les  spirales  logarithmiques  de 
pôle  B,  les  inverses  de  ces  spirales  sont  les  courbes  clierchées, 
l'inversion  étant  celle  qui  est  définie  ci-dessus. 

2'  Soient  x- —  j'- — 2À.rj.'  — a-=o  les  hyperboles  équila- 
lères  considérées:  en  coordonnées  isotropes  leur  équation 
<lc\  iondra 

//-  -+-  i- —  ia- 

— =  const., 


leur  équation  flilli'i  enl  icllc  sera 

■>.  Il  du  1 V  t/i' 


a-  —  a-        i- 


ol  léquatioii  différentielle  de  leur-  trajccloii xs  son-  l'anglo 
sera 


C'-f  —z :.  ^  e    '?  -: r  =  O, 


u- —  a-  (•-  —  a- 

Ann.  de  Matheinat..  'i"  série,  l.  \l\.  (  Junxicr  hjuj.) 


(  :;  i  ^ 

donl  l'intégrale  générale  est 

e''-?L(  u'^ —  «2 ,  _  e-oL(^(,.2_  ^,2)  _  const. 

En  transformant  cette  équation  comme  plus  haut  et  en  con- 
servant le?  mêmes  notations,  il  vient 

Dans  le  cas  où  o  =  -,  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
oassiniennes. 

Il  est  facile  de  retrouver  i,'éométriquenieiU  ces  résultats  : 
Etant  donnée  une  équation  en  coordonnées  polaires  d'une 
courbe  algëbrique/(pi  co)  =  o,  on  sait  que  la  transformation 
(|ui  consiste  à  remplacer  p  et  to  dans  cette  équation  par  p" 
et  /tw  conserve  les  angles  i  William  Roberts).  Ur  les  hyper- 
boles équilatères  considérées  ont  pour  équation  polaire 

p-cos  .Ato   -  A'.-  sin  ioj  —  ii"^  =  o  : 

on  peut  les  transformer  en  le  faisceau  de  droites 

a- 

'j  cos  (o  —  /.:;  sia  w —  =  o 

K 

qui  passent  par  un  point  tixe  P  /  to  =  o,  p  =  -tt-]'  H  en  résulte 

immédiatemenl  que  les  trajectoires  sous  l'angle  ^  des  hyper- 
boles considérées  seront  les  transformées,  dans  la  transfor- 
mation ci-dessus  indiquée,  de  spirales  logarithmiques  ayant 
même  pôle  et  même  axe  polaire.  Les  trajectoires  orthogo- 
nales seront  des  transformées  de  cercles,  c'est-à-dire  des 
cassiniennes. 

i"  Si  ic  désigne  la  distance  focale  des  ellipses  considérées, 
leur  équation  sera  en  coordonnées  isotropes 

\J{  Il  —  c)  {v  —  (-  )  -r  y/f  //  -i-  c  )  (  (•  -i-  c  ;  =  consl. . 

d'où  l'on  pourrait  déduire  immédiatemenl  l'équation  diffé- 
rentielle des  trajectoires  sous  l'angle  o  ;  cependant,  dans  ce 
cas,  les  variables  u  et  v  n'étant  plus  séparées,  l'emploi  des 
coordonnées  isotropes  ne  présente  pas  grand  avantage  et 
il  vaut  mieux  procéder  comme  il  suit  : 

Soient  F  (  p],  pî)  ^  o,  f  (vi,  (>._,)  =  o  les  équations  bipolaires 
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(Je   deux   courbes   plane?,   rapportées   à   deux   points  fixes  A 
et  B. 
Posons 

AB  =  ■>.(•,         angle  ÂM.ÂB  =  0,.         angle  BM.AB  =  Oo. 

M  étant  un  point  commun  aux  deux  courbes,  ces  deux  cuurlies 
se  couperont  en  M  sous  l'angle  cp  si  Ion  a 

[Fp,/;,-Fp./;jsin(f):'-0O 

'^'  "/;,[Fs,-cos(0,-0,)F.^J+/:,[F;,^-çosfO,_0,]F;,j' 

d'où,  en  supposant  F(pip2)^=pi-:-C2  —  K  =  (), 

COt'J  -rr irr  =  col  


tang 


0,-0,         dr.,—  dri 


dr 


0 -+-  dr. 


tan; 


0,-e,      v/4c--(''2-''i)- 


d'où 


d{r.—  ri) 


=  COt '- 


équation  dont  l'intégrale  générale  est 
/•>  —  r,  =  ?.  c  sin  LK 


''i  +  /'a  ^  4  /  /  ^'1  -^  ^2  \ 


4"  L'équation  générale  des  cassiniennes  considérées  sera 
F(u)  *(i')  =  (a  —  «,i..  ("  —  a,,)  (v  —  a\  }...(v  —  a'„)  =  const.. 
l'équation  de  leurs  trajectoires  sous  l'angle  cp  sera  par  suite 

e'?  \Ju  —  ai)...(u  —  a„)  ~  e-''?  L(^'—  a\)...(v  —  a'„  i  =  const.; 


a  —  ai  =  p,  e'fJ',         r  —  «'  =  o,-^-'^J''         (  /  =  i  ,2, .  .  . ,  4  ), 
'où  l'équation 


(  :i(i  ) 

(lui    pour  C5  =-,  se  rrduil  à 

0,  -(-  O2  +  .  . .  -1-  ()„  =  const. 


1321. 

^  IHT'.I,    p.   J.s:i;    l'Ii:,  p.  :>r,l.) 

Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  décrit  la  sphère  qui  passe 
par  les  extrémités  \,  B,  C  de  trois  rayons  conjugués  et  qui 
a  son  centré  dans  le  plan  ABC;  tromer  :  i"  le  lieu  du 
centre  de  la  splière ;  ■>"  l'enveloppe  de  cette  spJière. 

Barbarin. 

Solution 
Par  M.  1*.  lîouvAisT. 

Soient  O  le  centre  de  rellipsoïde,a  la  section  de  l'ellipsoïde 
par  le  plan  A,  B,  G,  w  le  centre  de  celte  section.  Les  tangentes 
à  a  en  A,  B,  C  sont  parallèles  à  BC,  CA,  AB  ;  to  est  le  centre  de 
gravité  de  ABC. 

1°  Le  lieu  cherché  situé  dans  le  plan  ABC  est  donc  le  lieu 
(lu  centre  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  inscrits  dans  7 
et  ayant  co  comme  centre  de  gravité. 

S»  — -  +  4-T  —  1=0  est  l'équation  de  t,  et 
a-         h-  ' 

a;?  _|_  j2 o,y   j-  .2  p  j/  ^  Y    =    O 

l'écMiation  du  cercle  ABC,  et  s'\  x  =  a >   r  =  —  bi 

représente  un  point  de  a,  le  centre  de  gravité  de  ABC  sera 
en  (o,  si  l'on  a,  /|,  t.,,  t-^  étant  les  paramètres  de  ABC, 

'1+   /2+/3=  o, 

/i/.-h  /o/s-l-  hl-A^-  o, 


d'où 


2"  La  dernière  relation  montre  que  le  cercle  ABC  est  ortho 

1                !/>.>,       «""  -+-  f^- 
jonai  au  cercle  iixe  x^-^j^-\ 


et         2(a-+  /.»"2  j  -{-  '?. 

;rcle  ABC  est 

o,  l'enveloppe  de  la 


sphère  ABC  est  donc  la  cyolide 


«-  +  ^2 


(a^—h-^Y 


iG 


On  sait  d'ailleurs  que  le  plan  ABC  enveloppe  l'ellipsoïde 

X-         y-        z-        I 

^2  '^i         ~,2  ;;  ' 

jr'i  y-  -' 

' i-=7r-  H i  =  o  étant  l'ellipsoïde  donné. 

un. 

(1883,  p.   i3ï;  1917,  p.   232.1 

On  donne  dans  un  hexagone  circonscriplible  à  un  cercle 
les  longueurs  des  trois  diagonales  qui  unissent  les  sommets 
opposés;  construire  cet  hexagone,  sachant  que  ces  trois 
diagonales  sont  respectivement  parallèles  à  trois  côtés  de 
l'hexagone,  deux  quelconques  de  ces  côtés  n'étant  pas  con- 
sécutifs. E.  Lemoixe. 
Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soit  j-23436  Thexagone  cherché,  les  diagonales  i4,  2j,  36  se 
coupent   au    point   }'   et   sont   respectivement  parallèles   aux 


côtés  23,  i6.  45;  soient  O  le  centre  du  cercle  inscrit.  ABC  le 
triangle  formé  par  les  côtés  23,  4^,  6i".  D,  E,  F  les  contacts 
des  côtés  du  triangle  ABC  avec  le  cercle  O;  D',  E',  F' les  points 
de  ce  cercle  diamétralement  opposés  à  D,  E,  F;  A'B'C  le 
liiangle  formé  par  les  tangentes  au  cercle  O  en  D'  E'  F'. 
Le  lieu  du  point  P  obtenu  en  menant  par  les  intersections  i 


(  .-^.s  ) 

et  ■}.  (l'une  tangente  variable  au  cercle  0,  avec  AB  et  AG  des 
parallèles  à  AC  et  AB,  est  une  conique  Ta  passant  par  ED  et  K 
et  ayant  pour  asymptotes  A'G'et  A'  B',  V\  et  la  conique  ana- 
logue Tb  d'asymptotes  B'G'  et  B'A'  et  passant  par  D  et  F  ont 
pour  corde  commune  la  droite  G'FP.  Le  point  P  de  concours 
des  droites  A'D,  B'E,  G'F  est  commun  aux  trois  coniques  Ta, 
Tbi  Te,  c'est  le  point  de  Brianclion  de  l'hexagone  cherché. 
P  est  évidemment  le  symétrique  par  rapport  à  O  du  point  de 
concours  P'.  de  AD',  BE',  GF',  ses  coordonnées  trilinéaires 
normales  x.  y.  z  par  rapport  à  ABG  sont 

a.7'  by  c  z 

•2 a  —  p        ib  — -  p        2C  —  p 

ses  distances  0|,  02,  03  à  BG,  GA,  AB  sont 


0,=  — {la 


■p), 


2  r 

i-)  =   -r-  (  2  6 
O 


■p), 


03^ 


—  (  2  c 
c 


p), 


r  étant  le  rayon  OD,  on  en  déduit,  en  désignant  par  Aj,  ho,  h-i 
les  hauteurs  de  ABG  issues  de  A,  B.  G  et  en  posant 


=  — —  cos- 


l  =  6i, 

m  =  li,         n  =  2j, 

/  _ 

a  ~~ 

ahx 

—  4  ar  -h'irp        i{p  —  a)        ibc 
ahi                             p                 p'^ 

d'où 

l 

m                 n 

,  A 

cos-  — 

2 

-           R-           G' 
cos-  —        cos-  — 

i                        2 

d'où 

(0 

êf' 

171             n 

df'      ëd'' 

on  a  aussi 

l 

2(/ii  —  %r) 

a 

lu 

d'où,  en  désignant  par  a,  [3.  y,  0,  e,  r^  les  intersections  des  côtés 
des  triangles  ABC,  A' B'G', 

/         ni         n 


Les  relations  (i)  permettent  de  construire  un  triangle  sem- 
blable à  DEF,  donc  une  figure  homolhétique  à  la  figure  clier- 
chée,  d'où  l'on  déduira  par  une  simple  homothétie  de  centre  0 
la  solution  du  problème. 


(  •■)()  ) 

La  seule  condition  de  possibilité  est  que  les  relations  (ij 
déterminent  un  triangle  réel.  La  considération  d'un  des  cercles 
exinscrils  au  triangle  ABG  conduirait  à  une  solution  tout  à  fait 
analogue. 


QUESTIONS. 


2384.  Démontrer  qu'il  est  impossible  de  mener  une  tan- 
gente parallèle  à  une  direction  A,  à  une  cardioïde  à  l'aide  de 
la  règle  et  du  compas.  En  déduire  la  construction  des  tangentes 
parallèles  à  Taxe  polaire.  J.  Bolchary. 

t  238o.  Sur  les  côtés  BC,  GA,  AB  d'un  triangle  équilalérai, 
on  marque  les  points  7.1,  ,3i,  Yi  et  leurs  isototniques  7.0,  ^21  ",'2- 
Démontrer  que  les  triangles  KiSiyi  et  a2p2Y2  ont  même 
angle  de  Brocard.  V.  Théballt. 

"  "2386.  Dans  un  triangle  ABC  dont  le  centre  de  gravité 
est  G  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  O,  on  inscrit  un 
triangle  ai^iyi  tel  que  son  centre  de  gravité  Gj  soit  sur  la 
perpendiculaire  à  OG  en  G.  Soit  a.2'^î^2  l'isotomique 
de  ai_SiYi.  Montrer  que  les  triangles  aiBiyi  et  3t2?2Yi  o"*^ 
nième  angle  de  Brocard.  V.  TiiiiBAiLT. 

2387.  Soient  trois  points  aj,  pi,  yi  respectivement  situés 
sur  les  côtés  BG,  GA,  AB  d'un  triangle  et  leurs  isoto- 
miques  a,,  ,82,  '{o.  Démontrer  la  relation  d'aires  : 

^i^iYi-*-  «s^iVi-^-  ^i?2Yi  —  ^i!^ri'2  =  ABC. 

V.  TlIKBAt  l,T. 

'238<S.  Dans  un  quadrilatère  complet,  les  ortliopôles  de 
cliacun  (les  côtés,  pris  par  rapport  au  triangle  formé  par  les 
trois  autres  côtés,  sont  quatre  points  collinéaires  avec  les 
orthocentres  des  quatre  triangles  obtenus  en  prenant  les  côtés 
trois  à  trois. 

En  déduire  que,  dans  un  triangle,  l'orthopôle  dune  droite 
appartient  à  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'ortliocentre  sur 
la  transversale  réciproque  de  cette  droite. 

R.  GOOBMAGHTIGH, 


(  4o  ) 

2389.  Si  trois  courbes  de  Gesàro  d'indices  /ij,  /lo,  «3,  de 
même  pôle,  ont  un  contact  du  deuxirme  ordre  en  un  même 
point,  leurs  troisièmes  rayons  de  courbure  pi,  Oo,  p;>  corres- 
l)ondant  à  ce  point  sont  liés  par  la  relation 

Crt;  —  Hi){ni^  [)-  (/ij—  ni  )(»2-i-  i)- 

(«i-ij  '"'^  (^i2-i)  ^' 

(/11—  /l2)(/l3+l)- 

R.    GOORMAGHTIGH. 

2390.  Étudier  la  surface  qui  a  pour  équation 

x-{s  —  a)2  +  --(jK-  -h  c'  —  a-)  =  o, 

les  axes  étant  rectangulaires;  droites  de  la  surface,  cercles, 
coniques,  etc.;  génération  de  la  surface  par  le  mouvement 
d'un  cercle,  d'une  ellipse.  .1.   Lem-^iri;. 

2391.  On  sait  que  la  radiale  d  une  chaînette  dégale  résis- 
tance est  une  droite;  démontrer  que  la  radiale  de  sa  déve- 
loppée est  une  parabole.  F.   Balitranh. 

2392.  On  considère  les  paraboles  tangentes  à  une  bypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements  II3  et  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male en  un  sommet  S  de  cette  courbe.  Démontrer  que  les 
polaires  de  S  par  rapport  à  ces  paraboles  enveloppent  le  cercle 
décrit  sur  SA  comme  diamètre,  A  étant  le  point  de  rebrous- 
sement  de  II3  correspondant  à  S.  F.  Balitranu. 

2393.  Si  1  équation  d'une  surface  en  coordonnées  homogènes 
est  de  la  forme 

X  »'""'( j-,  y\  z)f  -h  ...  =0, 

de  sorte  que  la  courbe  représentée  par  les  équations  t  =  o, 
(p  =  o  est  une  ligne  de  la  surface  dont  l'ordre  de  multiplicité 
est  /«,  l'équation  du  système  des  m  plans  tangents  à  la  surface 
en  un  point  de  cette  ligne  s'obtient  en  remplaçant,  dans 
l'équation  de  la  surface,  tf(x,  y,  z)  par  Xce^ -i- Ycp'^. -t- Ztoi, 
et  /  par  T.  G.  Fontem:. 


(  4'   ) 


[L'I] 

SliR  LES  imOITES  COIIIVWT  ll\K  COMOllE 
SOIS  ll\  AXTiLfi  DOX\K; 

Par    m.    R.    BuCNAIST. 


Je  me  prupuse  dexposer  Ici  1res  succincleiiiciil 
quelques-uns  des  résultats  auxquels  conduit  l'étude  des 
droites  coupant  une  courbe  ou  une  surface  sous  un 
angle  donné,  me  réservant  de  publier  plus  lard  une 
étude  complète  sur  ce  sujet. 

Définitions  et  notations.  —  Considérons  un  cycle  (Cj 
orifiilé-  dans  le  sens  des  aiguilles  tliine  montre  cl  deux 
droiles  non  orientées  A  et  1). 

L'angle  AD  sera  par  délinition  la  valeur  commune, 

définie  à  un  multiple  de  -  près,  des  angles  A,  D, .  A,  Do, 

A2D(,A2D2,  que  font  entre  elles  les  semi-droites  A| 
et  D,,  A,  et  D^,  Ao  et  D,,  Ao  et  Do,  tangentes  à  ( 0)  et 
parallèles  k  A  et  D. 

Si  angle  A  D  =  V,  D  sera  la  pseudo-perpendicu- 
laire (V)  à  A. 

Si  A  est  tangente  à  une  conique  (E)  eu  M,  et  si  D 
passe  par  M,  D  sera  la  pseudo-normale  (  V)  en  M  à  (E). 

OXet  0\  sont  les  axes  de  la  conique  considérée  (E), 
Ox  et  Oy  le  système  de  diauiètres  conjugués  de  (E), 


tel  que  angle  Q  x.  Oy  =  V;  Ox',  Oy'  étant  le  système 
Ann.  de  Mathémat,  4    série,  t.  Xl\.  (Février  1919.)  4 


(  4^  ). 

de  diamètres  conjugués   symétrique  du  précédent  par 
rapport  à  0\  etOY,  on  a  évidemment 
angle  O j:-'.0^'  =  r  —  V. 
Nous  supposerons  V  -<  ^' 

Théorème.  —  Soient  M  un  point  quelconque  du 
plan,  A  sa  polaire  par  rapport  à  (E),  la  pseudo-per- 
pendiculaire (  V  )  à  A  issue  de  M  /-encontre  Ox'  et  Oy 

en'-j.eti,oiia-r7-r,  =  —r„ya   et   b'  étant  les   derni-dia- 

mètres  de  (E)  dirigé  suivant  Ox  et  Oy. 

A  coupe  Oic  et  O  y  en  A  et  B,  A' M  parallèle  à  Oy 
coupe  Ox  en  A',  A  en  I,  la  Symétrique  A'a,  de  Oa: 
par  rapport  à  MA'  coupe  Ma|îi  en  a. 

Les  triangles  MA' a,  et  lAA'  sont  semblables  : 

A'aix  AA'  =  A'I.A'M  =  6'2f  I       ^^^' 


a,  A"  |)arallèle  à  Oy  coupe  Ox  en  A", 

A' A"  =  A' ai , 
d'où 

A'A"=^  ei         OA.OA"  =  a'2  — 6'2. 

Si  donc  iM  décrit  A' M,  a,  est  fixe,  or  si  M  coïncide 

u\ec  1',  intersection  de  Ox'  et  A'M,  MajB  devient  Ox', 

a  et  a,  coïncidenl. 

Ou  a 

OA'.  OA  =  «'2, 
doù 


OA"       rt'2__^'2        Oa 

Oa 

01'        al 

OA'              n'-^         ~  0\" 
al'""        6' 2         ~I\la' 

a''--b'-^ 
d'oii 

rt'2          b't' 
Ma       6' 2 
Mp~  r/'2 

Conséquences.  —    Supposons    que  M   décrive   une 


(   43  ; 

droite  D  reuconlraiit  (E)  en  M,   et  M^,  nous  pouvons 
énoncer  les  propriétés  suixantes  : 

Si  un  point  M  clécj'iL  une  droite  D,  la  pseudo- 
perpendiculaire  {Y)  abaissée  de  M  sur  sa  polaire 
par  rapport  «  (E)  enveloppe  une  parabole  (t^o). 
inscrite  dans  le  triangle  Oir',  Oy,  D. 

La  parabole  (-,, )  touche  les  pseudo-nor nulles  i  \  i 
à  (E)  aux  points  iM,  et  Mo  oii  D  rencontre  (E),  et  la 
pseudo-perpendiculaire  à  \iau  milieu  ni  de  M,  AL. 
Ces  pseudo-normales  M,  a,  {3, ,  Moao  |j:,,  ef  la  pseudo- 
perpendiculaire 7>ia'|j',  rencontrent  Ox'  en  7.,7._. a'. 
0>-  e/i  |i;,^o^i',  a'  e^  ^'  .yo«^  /e.v  milieux  des  segments 
a.a.,  fi,  3,. 

Z/e^ç  pseudo-normales  (t  —  v  )  (^>.  (Ej  a^^a;  points 
u-i,  uo,  |j.3,  uj  oii  les  langi'ules  communes  à(T.i^)ct 
à  Œ)  touchent  (Ei  concourent  au  pôle  ^  de  D  par 
rapport  à  (  E). 

La  parabole  qui  touche  Ox',  O  v',  la  tangenteMT 
en  un  point  M  <-/<?  f  E),  et  la  pseudo-normale  (  V)  à  (E) 
en  M.  touche  la  pseudo-normale  au  point  y  o^> 
celle-ci  touche  son  enveloppe.  Les  pseudo-perpendi- 
culaires {\ )  abaissées  d'un  point  quelconque  M' 
de  MT,  sur  OM  et  sur  la  polaire  de  M'  par  rapport 
à  (E)  interceptent,  sur  la  pseudo-normale  M  y,  un 
segment  constant  et  égale  à  My. 

PiioiiLÈME.  —  Déterminer  les  pseudo-normales  {\  ) 
issues  d'un  point  P  à  une  conique  à  centre  (E). 

Les  pieds  M),  AL,  AI3,  Al.,  de  ces  pseudo-normales 
sont  à  l'intersection  de  (E)  avec  la  conique  Fp,  lieu  des 
points  M,  tels  que  les  pseudo-perpendiculaires  (V) 
menées  de  ces  points,  sur  leurs  polaires  par  rapport 
à  (E),  passent  par  P;  Fj.  a  pour  direclions  asympto- 
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l.l(|iic.s  Ox'  el  Or,  passe  par  O  et  P  si  0  désigue 
l'angle  OX' .  O  Y  '  des  diamètres  conj  ug  ués  égaux  de  (E), 
Tp  est  une  liyperbole,  une  parabole,  ou  une  ellipse 
suivant  que  \  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  9. 
Fp  reste  invariable  si  (E)  varie  en  restant  liomothétique 
et  concentrique,  elle  passe  par  les  pieds  des  pseudo- 
perpendiculaires (V)  abaissée  de  P  sur  les  asymp- 
totes OX,,  0\  )  de  (E)  et  a  pour  centre  le  milieu  (o 
du  segment  ;*' r',  u'  et  i''  étant  les  intersections  de  OX' 
et  0\  '  avec  les  pseudo-perpendiculaires  (V)  abaissées 
de  P  sur  OV  et  OX'.  Ces  divers  résultats  conduisent 
aux  pi'opriétés  suivantes,  que  je  me  borne  à  énoncer 
sans  démonstration  : 

Si  dUi/i  point  P  dune  ellipse  ou  abaisse,  sur  les 
diamètres  conjugues  égaux  OX'  et  0\',  les  pseudo- 
perpendiculaires  (V)dont  les  pieds  sont  y.  sur  OX', 
'^j  sur  0\',  la  droite  P/?i,  m  étant  le  milieu  de  a[3, 
est  la  pseudo-normale  (V)  à  l'ellipse  en  P. 

Si  d'un  point  P  d\ine  hyperbole  on  abaisse  sur 
les  asymptotes  OX,,  0\ ,  les  pseudo-perpendicu- 
laires (  V}  dont  les  pieds  sont  a  sur  OX, ,  [3  sur  0\  , , 
la  droite  joignant  P  au  pôle  ç;  de  a|S  par  rapport  au 
cercle  P^lii  est  la  pseudo-normale  [V  )  à  lliyperbolc 
en  P. 

Remarquons  que  les  rayons  reclangiilaires  du  fais- 
ceau in\olutif,  formé  par  les  directions  asymptotiques 
du  faisceau  linéaire  (E)  +  /r,,  =  o  sont  les  axes  OX 
et  OV  de  (E).  On  en  conclut  facilement  que  : 

Si  Paa',  pseudo-perpendiculaire  (  \  )  à  OX,  ren- 
contre 0\  et  0\  e/i  y.  et  a';  si  P;^!^',  pseudo-perpe/i- 
diculaire  (  N  )  «  0\  ,  rencontre  0\  et  OX  en  [i  et  [i'; 
si  p  est  le  pâle  de  y!  |i'  par  rapport  à  (  E),  si  a,  et  p^ 
sont  les  projections  de  p  sur  0\  et  0\  ,  l' hyperbole 
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(^([idlatèrc  (lyaiil  pour  direclimis  nsyinptotitjiies  ()\ 
et  0\  ,  passant  par  a,  cl  |ii|  et  ayant  pour  centi-e 
V intersection  to  de  rj.-it  et  de  Op.  coupe  (E)  au:r 
points^lf^Mj.  Ms,  M-,  qui  sont  les  pieds  des  pseudo- 
normales (V  )  menées  de  Y*  à  (E). 

IléciproquciiiçiiL  :  6/  une  hyperbole  équilatère 
ayant  pour  directions  asyniptotiques  les  axes  (.)X 
et  0\  de  (K)  coupe  OX  et  OY  en  a,  e^|ii,,  si  les 
perpendiculaires  aux  axes  en  ces  points  se  coupent 
en  p,  la  polaire  de p  par  rapport  à  (  E)  rencontre 
OX  et  OY  en  a'  et  -3',  la  perpendiculaire  à  a' V, 
issue  du  ce/itreixi  de  l'hyperbole  rencontî'eO^  et  0\ 
en  %et  ^,  les  droites  aa',  [iT  se  coupent  en  un  point  P, 
où  concourent  les  pseudo-normales  (N  ),  menées 
à  (E)  en  ses  points  d  intersection  à  l'hyjierhole 
équilatère . 

Propositions  qui.  Iransforaiées  par  polaires  réci|»ro- 
ques,  la  conique  directrice  élant  (E),  conduisent  à  la 
suivante  : 

Si  M|,  \l-,.  M.,,  M-,  sont  b'.s  pieds  des  pseudo- 
normales i  \  )  issues  d'un  point  P  et  une  conique  (IL), 
les  tangentes  à  (E)  en  M,,  Mj,  M;,,  M-,,  touchent  une 
conique  (s)  tangentes  aux  axes  de  fE).  Cette 
conique  [i )  demeure  invariable^  si  l'on  remplace  (Y.) 
par  une  conique  quelconque  homofocale  à  (E). 

Si  par  Vun  quelconque  des  sommets  de  (E)  oji 
mène  des  parallèles  aux  tangentes  à  (E)e/i  M,,  Mo. 
M:),  M,,  les  ijuatre  points  a,,  Uo,  jj.;,,  jx^  oii  ces  paral- 
lèles rencontrent  à  nouveau  (  E)  sont  sur  un  même 
cercle. 

Etant  donn(''e  Tune  des  cordes  coinmmunes  M..  M, 
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à  (E)  et  Fp,  proposons-nous  de  déterminer  la  seconde 
corde  commune  correspondante  M^  M,,  : 

M,  Mo  rencontre  Ooo'  en  a,  Oy  en  [j,  M3M1  ren- 
contre ()./'  en  a'.  Oj'en,S';  l'involution  déterminée 
sur  O  x'  el  Oy  par  les  coniques  (E)  +  XTp  ==  o  donne 
O a. O a' =—«'-,  Ofi.O.'!i'  =  — //2;  le  pôle  p., 2  de 
M,  Mo  par  l'apport  à  (\i)  se  projette  sur  Ox'  parallèle- 
ment à  O  )' en  a,  sur  O  )'  parallèlement  à  Ox  en  ji,, 
<'t  Ton  a  ba.Oa,  =rr^'^  O^.O^,  =6'2;  M3  M,  est 
<l!>nc  la  symf'triquc,  par  rapporta  O,  de  a(  [î, .  Si  M'^  est 
lii  >\  uirtiMcpic  de  M-,  par  rapport  à  O,  les  droites  M,  Mo, 
IM^AIl^  soûl  épalcjurul  inclinées  sur  les  axes  de  (E). 

Si  V  décrit  la  ])seudo-normale  (  \  )  à  (E)  en  M4,  les 
.(•(\t«''s  du  triani;lc  MiMoM;,  enveloppent  une  paral)ole 
(-|, ),  tangente  à  Ox'  et  Oj'  et  ayant  pour  foyer  le 
]>ied  /'de  la  pseudo-perpendiculaire  (V)  abaissée  de  O 
sur  la  tangente  à  (  E)  en  M\.  La  pseudo-normale  (V) 
il  (E)  eu  M^  reucoatro  O.r'  en  R,  O  y  en  S;  le  point  P' 
qui  se  ])rojette  en  R  parallèlement  à  Oy',  en  S  paral- 
lèlement à  Oxj  est  le  point  de  concours  des  pseudo- 
normales (  - —  \")à  (Ej,  aux  points  de  contact  sur(E) 
des  tangentes  communes  à  (E)  et  (tp).  l^es  points  P 
et  P'  sont  visiblement  isogonaux  par  rapport  au  trian- 
gle [J^ia  [J1.J3  [JI23,  formé  par  les  pôles  par  rapport  à  (E) 
de  M,  Mo,  M,  M:,,  Mo  M:,.  Donc  : 

Si  M,,  Mo,  M;,,  M^  sont  les  pieds  des  pscudo- 
norraales  (V)  menées  d 'un  point  P  à  une  conique  (E); 
si  M.\  est  le  symétrique  de  M.,,  par  rapport  au  centre  O 
de  (E),  si  f  est  le  pied  de  la  pseudo-perpendiculaire 
(V)  abaissée  de  O  sur  la  tangente  à  (E)  en  M'^,  sila 
pseudo-normale  (V)  à  (E)  en  M'^  coupe  Ox'  en  R, 
O  y  en  S,  les  parallèles  à  Oy'  menées  par  V^.,  à  Ox 
menée  jHtr  S  se  couj)cnt  en  P'.  les  points  M,,  Mo,  M:i, 
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y,  \i',^,  les jneds  (les p.seudo-jx'i'pe/idica/aircs  (- —  \  ) 
abaissées  de  P'  sur  les  langeiy,es  à  (E)  enM^,  M^,  M:, 
sont  sur  un  cercle  Jy,  dont  le  centre  Q  est  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  PP'.  Si  le 
point  P  décrit  la  pseudo-normale  (V)  à  (E)  en  M^, 
les  côtés  du  triangle  M,  M2M3  enveloppent  une  para- 
bole tangente  à  Ox'  et  Oy  et  ayant  pour  foyer  f. 
Le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  M,  ^12^13? 
rorthocentre  et  le  centre  de  gravité  du  triangle 
décrivent  des  droites. 

Oa  vûil  du  resle  que  si  M,.  M2,  ^^3  >onl  les  points 
(rintersection  de  (E  )  avec  un  cercle  variable  passant 
par /'et  M',,  les  cotés  du  trianj^le  M,>IoM:,  enveloppent 
une  parabole  de  fojery",  tani;cnte  à  0.r'  et  O  )-.  Donc: 

Si  f  est  le  pied  de  la  pseudo-perdendiculaire  (  V  ) 
abaissée  du  centre  O  de  (E)  sur  la  tangente  à  cette 
conique  en  M'^, ,  uti  cercle  variable  passant  par  M^ 
e^y,  coupe  (E)  en  M,,  Mo,  M^  ;  les  pseudo-normales 
(W)  à  (E)  en  M,,  M^,  M;,  concourent  en  un  point  P 
de  la  pseudo-normale  (  V)  à  (E)  au  point  M^  symé- 
trique de  M'^  par  rapport  à  O. 

Soit  P,  le  point  où  la  pseudo-normale  (V)  à  (Ej 
en  Mj  rencontre  à  nouveau  la  conique  ;  /  est  le  pôle 
de  M^P,,  par  rapport  à  (E),  et  les  pseudo-normales 
{\)  à  (E)  aux  points  d'intersection  de  la  conique  et  de 
la  polaire  de  P'  par  rapport  à  (E)  se  coupent  en  P.  O/" 
et  OP'  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  focal  de  (E) 
et  l'on  a  O  /'.OP'  =  c^,  c  étant  la  demi-distance  focale 
de  (E).  D'où  les  propositions  suivantes  : 

Par  un  point  INI^  d'une  conique  (E)  de  centre  O 
et  par  le  pied  f  de  la  pseudo-perpendiculaire  (V) 
abaissée  de  O  sur  la  tangente  M\f  à  (E),  on  peut 
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faire  passer  quatre  cercles  qui  touchent  (E)  eri  W' , , 
Wm,  W3,  W*.  Ces  quatre  points  W,,  Wo,  W»,  W^ 
sont  sur  une  hyperbole  équilatèrede  centre  M'_  ayant 
pour  directions  asymptotiques  les  axes  0\  et  OY 
de  (E)-  Les  pseudo-normales  (r.  —  Y)  à  (E)  en  W,, 
Wo,  W;,,  Wj,  concourent  au  point  P',  tel  que  0/ 
et  O  l*'  soient  symétriques  par  rapporta  l'axe  focal 
de  (E)  et  que  l'on  ait  O/.OP'  =  c-. 

La  pseudo-normale  (V)  en  un  point  M^  de  {M) 
touche  son  enveloppe  en  P,  et  la  coupe  enV^,  P^,  P;i, 
P..,;  les  tangentes  à  cette  enveloppe  en  P,,  Po,  P:i,  P/,, 
sont  les  pseudo-normcdes  [V)  à  (E)  en  W,,  A^^i 
W  :,,  ^\  /, ,  les  pseudo-normales  (t  —  A')  à  (E)  e/i  ces 
points  concourent  au  point  V . 

Nous  allons  supposer  maintenant  que  le  point  P  se 
confonde  avec  le  point  M4  et  qu'il  décrive  la 
conique  (E),  des  considérations  i^éomélriques  simples 
montrent  que  : 

Le  cercle  Jy  passant  par  les  pieds  M,,  VL,  M3  des 
pseudo-normales  (V)  menées  à  une  conique  (Ej)  par 
un  point  P  de  cette  courbe^  reste  orthogonal  à  un 
cercle  fixe  concentrique  à  (E)  et  ayant  pour  rayon 
—  («2-1-6-),  a  et  b  étant  les  demi-axes  de  (E).  Il 
enveloppe  quand  P  varie  sur  (E)  une  spirique. 

Si  Uio,  [JL,3,  [i.23  sont  les  pôles  des  cotés  du 
triangle  MiMoM,  par  rapport  à  (E),  le  cercle  a, 2, 
Y-izi  p-2;i  passe  par  le  centre  O  de  (E). 

La  tangente  à  (E)  au  point  P'  diamétralement 
opposé  à  P  sur  (E  )  et  les  côtés  du  triangle  \J.r>,  |J.|:t, 
1x23  sont  tangents  à  une  parabole  de  foyer  O. 

Les  pseudo-normales  (V)  à  (E)  en  M,,  Mo,  M;, 
rencontrent  Ox\  en  m,,  mo,  m^:  si  par  V  on  mène 
les  recteurs  Pm', ,  Pm!,.  P//i',  équipollents  à  m,  M,, 
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//«oMo,   nijMs,    les  points  m\,    /?*',,   ni'.^  sont  sur   an 
cercle  tangent  à  (E)  e/i  P. 

J'arrête  ici  cette  étude,  croyant  avoir  été  assez  loin 
pour  montrer  comment  des  considérations  géométriques 
simples  permettent  de  généraliser  et  d'énoncer  sous 
leur  véritable  forme  les  propriétés  classiques  des  nor- 
males aux  coniques.  Je  n'ai  parlé  que  des  coniques  à 
centre,  et  encore  j'ai  laissé  de  côté  le  cas  où  l'angle 
donné  V  est  égal  à  l'angle  des  diamètres  conjugués 
égaux  de  la  conique  donnée  (  cas  où,  comme  nous  l'avons 
vu,  la  conique  Fp  est  une  parabole),  il  m'a  semblé 
inutile  d'insister  davantage,  car  le  principe  de  conti- 
nuité de  Poncelet  montre  immédiatement  comment  il 
faut  modifier  nos  énoncés,  lorsqu'il  s'agit  de  ce  cas 
particulier,  où  des  pseudo-normales  (Y )  sont  menées 
d'un  point  à  une  parabole. 


[M*e] 

suit  LES  SPIRALES  SIMSOÏDES  OSCULAMES; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


1.  Le  nombre  de  spirales  sinusoïdes  d'indice  donné  n 
étant  simplement  infini,  une  telle  courbe  oscule  une 
courbe  donnée  (M)  en  un  point  M  lorsqu'elle  a  avec 
celle-ci  un  contact  quartiponctuel  en  M;  alors  les  deux 
premiers  centres  de  courbure  C  el  C|  coïncident  pour 
les  deux  courbes. 

Désignons  par  O  le  pôle  de  la  spirale  sinusoïde  (^S) 
d'indice  n  osculant  la  courbe  (M)  en  M,  et  soit  JN  le 
point  de  MC  déterminé  par  la  relation  GN  =  /iMG; 


(  5o) 
(l*aj)rè.s  une  propriété  bien  connue  des  spirales  sinu- 
soïdes,  le    point   N    appartient   î{    la    perpendiculaire 


élevée  en  O  sur  lerajon  vecteur  de  (S)  en  M.  Si  Pest 
le  milieu  de  MIS,  on  a 


(0 


CP  :  PM  =  (i  — rt)  :  (n-//), 


et  par  conséquent 


(:p  =  -2  :  (I 


La  relation  (i)  inonlre  que  le  lieu  (P)  du  point  P 
est  la  développée  intermédiaire  d'indice  fi — /i):('i -f /?) 
de  la  courbe  donnée  (M).  Soit  ()  le  point  où  la  nor- 
male en  P  à  la  courbe  (P)  rencontre  C(],  ;  on  sait  que. 
le  rapport  MP  :  CP  étant  constant,  le  rapport  des  seg- 
ments que  Q  détermine  sur  GC|  est  égal  au  rapport 
des  segments  que  P  détermine  sur  MC  (  '  ).  On  a  donc 


dg  :  Qc  =  (i  —  «)  :  (i  -t-  n), 


et  pai"  suite 


do  •  (A 


(')   Voir  Manxiif.im.  Principes  et  de\'elo/>pemen(s  de   Gvoniéirie 
rint'niali(fue,  p.  20, 


(  5i  ) 

Si  R  dt'slgne  le  point  où  la  parallèle  à  P()  menée 
par  M  à  P(^  rencontre  CC),  on  a 

CQ:  (TîTr^  CP  :  cm, 

ou,  en  lenanl  compte  des  relations  (?.  )  el  (3), 

(  -i  )  Tîrïl  :  ("fn  =  (I  —  /M  ;  (  I  -h-  n  ). 

On  sait  que  le  rayon  vecteur  diin  point  d'une  spi- 
rale sinusoïde  d'indice  n  divise  le  rayon  de  courbure 
de  la  développée  correspondant  à  ce  point  dans  le 
rapport  de  — ( n -]- i  )  à  an;  par  conséquent,  la 
droite  MR  est  le  rayon  vecteur  de  (S)  coi-respondant 
au  point  M,  et  le  p('de  O  de  iS)  est  le  symétrique  de  M 
|)ar  rapport  à  la  tani^enle  en  P  à  la  courbé  (P).  Le 
cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PM  touche  donc  Tune 
des  branches  de  son  enveloppe  au  point  O.  On  a  par 
suite  le  lliéorènie  suivaul    : 

Le  lieu  des  pôles  des  spirales  sinusoïdes  d'indice  n 
qui  osculent  une  courbe  donnée  est  la  seconde 
branche  de  ^enveloppe  des  cercles  obtenus  en  dila- 
tant les  cercles  osculaleurs  de  cette  courbe  dans  le 
rapport  constant  -  (/i  +  i)  par  rapport  à  leurs  points 
de  contact. 

La  démonstration  qui  précède  montre  aussi  que  la 
tangente  en  P  à  la  courbe  (P)  est  la  directrice  de  la 
courbe  de  Fiibaucour  (R)  d'indice  n  qui  oscule  la 
courbe  (M)  en  M.  En  effet,  d'après  la  définition  des 
courbes  de  Ribaucour,  la  relation  (2)  montre  que  P 
appartient  à  la  directrice  de  (R);  comme  d'autre  part 
la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque 
d'une  courbe  de  Ribaucour  sur  sa  directrice  divise  le 
rayon  de  courbure  de  la  développée  dans  le  rapport 
—  («-i-i):2/z,  on  voit,  d'après  la  relation  (4), que  la 
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tangente   eu    P   à   (P)    est    l;i  directrice  de  (R).    Ou 
retrouve  donc  ainsi  ce  théorème  de  M.  Braiide(')  : 

L'enveloppe  des  diiectiices  des  courbes  de  Ribau- 
cour  d'indice  n  qui  osculent  une  courbe  est  la  déve- 
loppée intermédiaire  d'indice  (  i  —  n)  '.  (i  -^  n)  de 
cette  courbe. 

l2.  Cesàro  a  déterminé  (  \cUiirliche  Géométrie, 
p.  ^9,  80)  les  courbes  telles  que  le  lieu  des  fojers  des 
paraboles  osculantes  soit  une  droite,  ainsi  que  celles 
])Our  lesquelles  les  centres  des  hyperboles  équilatcres 
osculantes  appartiennent  à  une  droite.  Le  théorème 
concernant  les  spirales  sinusoïdes  démontré  ci-dessus 
montre  que,  plus  généralement,  les  courbes  telles  ijue 
les  pôles  des  spirales  sinusoïdes  d'indice  n  qui  les 
osculent  soient  en  ligne  droite,  sont  les  courbes  telles 
que  leurs  cercles  nsculateurs  dilatés  dans  le  rap- 
port -[n  -f-  1),  par  rapport  à  leurs  points  de  contact, 
aient  une  tangente  commune  A;  ce  sont  donc  les 
courbes  représentées  par  l'équation  intrinsèque 

(  ■)  )  .V  = 


s  et   0   désignant  l'arc   et  le  rayon  de  courbure.  Pour 

/i  = et  /i  =  —  2,  on  retrouve  les  résultats  obtenus 

•a 

par  Cesàro  pour  les  paraboles  et  les  hyperboles  équi- 
latères  osculantes. 


(')  Voir  L.  Braudk,  Les  coordonnées  intrinsèques  [Scientia 
[Pliys.  Math  ,  n"  34),  p.  63],  où  celte  proposition  est  cléiiioiitriie 
analytiquemenl  ;  le  cas  particulier  relatif  aux  paraboles  osculantes 
{n  — — 2)  est  mentionné  par  Cesàro  (Natiirtictie  Géométrie, 
p.  7S). 
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On  peul  aisénient  déduire  des  considérations  qui 
précèdent  une  définition  connue  des  courbes  fo). 
Puisque  la  développée  de  (^I)  est  la  caustique  par 
réHexion  de  la  courbe  (P)  pour  des  rayons  incidents  OP 
perpendiculaii^es  à  A,  le  centre  de  courbure  v  de  (P) 
en  P  est  dans  ce  cas  le  symétrique  de  P  par  rapport 
à  Q.  Si  a  désigne  le  point  où  PQ  rencontre  A  et  ,3  le 
symétrique  de  a  par  rapport  à  P,  on  a 


P-;  :  Pa=  oPO  :  pp  =  iPC  :  MP  =  2(1  — n)  :  (\-+-  n). 

La  courbe  [0)  eH  la  seconde  branche  de  l'enve- 
loppe des  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  une  courbe 
de  Ribaucour  d^indice  a/i  ;  (1  —  n),  et  qui  touchent 
la  directrice  de  cette  courbe. 

3.  Considérons  une  cjcloïdale  décrite  par  un  point  M 
d'un  cercle  10  de  rayon  ;■  roulant  sur  un  cercle  Q.  de 
rayon  R;  soient  G  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
en  M,  P  et  P'  les  points  où  MG  rencontre  Q,  le  point  P 
étant  le  point  de  contact  des  cercles  oj  et  Ù.  On  a,  en 
désignant  le  module  de  la  cycloïdale  par  /i, 

MP  =  _iZiZli_  MC,        MP'  =  ili--!.  MC, 

2(rt-t-i)  in 

et  l'on  est  donc  amené  à  considérer  les  spirales  sinu- 
soïdes osculantes  d'indices, 

in  ~{-  i  _      n  2n-r-i  _/i-4-i 


Le  lieu  des  pôles  des  premières  est  le  lieu  du  symé- 
trique  de  M  par  rap])ort  à  la  tangente  en  P  à  Q,  c'est- 
à-dire  la  cycloïdale  de  module  — n  qui  a  les  mêmes 
rebroussements  que  la  cycloïdale  considérée. 

Le  lieu  des  pôles  des  secondes  spirales  sinusoïdes 
est  le  lieu  du  symétrique  de  M   par  rapport  à   la  tan- 
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génie  en  P'  à  tî.  Or  la  cjcloïdale  décrite  par  M  |3eut 
encore  êlre  considérée  comme  une  cycloïdale  de  mo- 
dule —  (n -\- i)  olDlenue  par  le  roulement  d'un  cercle 
de  rayon  («  -[-  i)r  sur  0.  Le  lieu  cherché  est  donc  une 
cjcloïdale  de  module  /i -f-  i .  On  déduit  de  là  ce  théo- 
rème (  '  )  .* 

Les  lieux  des  pôles  des  spirales  sinusoïdes  d^in 

dices et qui  ose u lent   une   cycloïdale  de 

module  n  sont  des  cycloïdales  de  modules  —  // 
et  ;<  +  I . 

Par    exemple,    si    /i  =z —  -,    la    cvcloïdale  est    une 

liypocycloïde  à  trois  rebroussements,  et  l'on  considère 
les  paraboles  et  les  hyperboles  équilatères  osculantes; 
on  retrouve  donc  ces  propriétés  bien  ronnues  : 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  osculenl  une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements  est  une  épicy- 
cloïde  ayant  les  mêmes  rebroussements . 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui 
osculent  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
est  une  épicycloïde  étoilée  ayant  les  mêmes  rebrous- 
sements. 


[B2b] 


suit  DES  SEUIES  REMARQIAKLES; 

Par  m.  Mathiku  WEILL. 


I.   En  intégrant  par  parties,  on  a,  m  étant  entier  et 

(*)  La  deuxième  partie  de  ce  tlicorème  a  été  indiquée  par  Ccsàro; 
voir  Natiirlictie  Géométrie,  p.  80,  où  cette  propriété  est  démontrée 
analytiqueinent. 
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positif, 

/  X'"  e'  dx  =  C'^lx'"—  m  x"^    '  -^  /?M  m  —  i  )  x'"- 
On  en  déduit  1  f^alilé 


c 


m  -H  I         m  ->r  %        1 . 2 .  (  «i  -i-  3  )       i .  a .  3 .  (  /n  -h  4  ) 
r  H ^ i -t-... 

I  !.'>.  1.2.0  J 

X  [x'"  —  mx'"-^  -f-  m  (m  —  i)x'"--  — .  .  .]. 

Égalons  les  coefticienls  des  mêmes  puissances  dea:^, 
nous  aui'ons 

ni  m  I  ni  —  i  )        m  (m  —  \)(  ni  —  2  ) 

I  1.2  1.2.3 

I  ni  m  (m  —  i  ) 


1.2  1.2.0 


I  I  ni  ni(  ni  —  i  ) 

(p  —  i)\(  m -^  p)  ~  pi  {p-+-\)l    '     (/)-4-2)! 

ou 

p  ni  m  (ni  —  i  ) 


?n(  m  —  i)(  m  —  2) 


(p  +  i)C/?  -+-  2)(/>  -4-  3j 


+  . 


en  supposant  ?n  et  p  des  entiers  positifs,  et  p  différent 
de  zéro. 

Mais,  si  Ion  suppose  m  el  p  quelconques,  en  excep- 
tant les  valeurs  p  =  o  et  m  =  — i,  et  si  la  série  du 
second  membre  est  convergente,  elle  aura  pour  somme 

— Or,  la  cdudltion  de  convergence  est 

m  -^  p  ^ 

m  -f-  p  >  o. 
On  a  donc  le  théorème  sui\ant  : 
Théorème.    —   m   et  p  étant  des    nombres   quel- 
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conques^  en  exceplaiiL  les  valeurs  p^o,  m  =  —  i 

si  l'on  a 

m  +  p>  o, 

la  série  convergente 

m  m  (m  —  i)  ni  {ni  —  i)(ni  —  2) 


p+i        (/)-M)(/J-+- 2)        (p  +  l){p-i-'i.)(p  -h'5) 
p 

a  pour  somme  — 

'  m  -\-p 

Faisons  m  =  pa,  il  vient 

I  p'x  paipci.  —  1) 


I  -+-  a  /'-!-'         {P  -^  ^)^  P  -^  "f-) 

d'où 

pa  f.cc(pcc—i)  i(,-Ha). 


/)  +  I  (/)  +  !)(/?+  2) 


•] 


En  faisant/?  =  i,  on  retombe  sur  un  résiillat  obtenu 
au  coniuiencement,  où  a  est  remplacé  par  ni,  et  si,  en 
outre,  nous  prenons  pour  a  un  entier  positif,  nous 
aurons  une  l'galité  nuuiérique. 

Dans  la  série  générale,  faisons  m=:p,  nous  aurons 

1  ^  ,_/L±i   ,       Pip—  0 


(/?4-l)(/?  +  2) 

p(p  —  l)(p  —  ->.) 


développement  valable  |)()ur  /.>  >»  o. 


Dans  l'égalité 


I  —  a  +  a^  —  ...=  I 1 — 


égalons  les  coefficients  de  a  dans  les  deux  membres, 
nous  aurons  une  égalité  valable  si  le  coefficient  de  a, 
dans  le  second  membre,  est  une  série  convergente,  ce 


('  5-    ) 
([III  a  lieu  |>i)iir  ^7  >>  ()  ;  on  on  décliiil 


/'  />  ---  I  (  p    -+-  t  )  (  p  ^  ■/)  (  />  -7-    1  I  (  />  H-  '2  M  /> 


/>  p  —  i.  (  /'  -^  '.>,  \[  p  —-'\   \  I   />  —  7.  )  (  /)  -f-  3   I  I  yO  ^  4 

T  I  3  1.4 


/'       /'        '        '  />   -  3  I  (  />  -T-  i  I       (  /y  -^  3  I  (  />  -^  -  4  "  /'  -i-  J  • 
<'t  a  msi  de'  siiltr. 

II.   G<>iiM(l(''r(>iis  une  suite  de  quantités  (|uelei)ii(|ues 
/^i  «2  •  •  -rt,,  r,viii;(''es  dans  l'ordre  ludKjiié  par  les  indices. 
Piisinis 


/  'I  \-r-  <.ii  ff.2  -1--  cf.;t 


"l  - 

—  i:^o 

h,- 

a,,    -  a^ 


b-i  -—  /^.j  A„  —  h 


<■(  aiu>i  de  suite,  ini  is 

Il \  =  f  «1  —  (i-i  r'  T-  r^/,  —  "3  V-  -I- . . .  --  i  a.,  —  c/,  1^. 

«;.  =  (  Cl  —  Co  )-  -\-  {  c,  —  C;)  I-  — ...  —  I  r,,  —  r  i  r-, 

cl  ainsi  de  suile. 

Lu   série    /;,    '^  a■^  ~  a-^-\- . . .    est    ei)n\ci'i;en(e    el    a 

pour  somme  -  -(  a;  —  a,  )-. 

Pour  démonlrer  ce  lliéorème.  ([lie  j'ai  ('■nonei-  et 
d(';moati(;  dans  le  liallctiii  des  Sciences  inathéiiui- 
ticjues  et  physiques  éiéinenlaires  de  M.  \ic\ven- 
i;lo\\slvi  (  1 .)  jan\  ici'  u)o.)),  je  considère  un  s\stèiuede 
n  [)oints,  l(;s  milieux  des  sei;inents  obtenus  (;n  joi|:;nant 
oes  |)oints,  deux  à  deux,  dans  un  ordn;  détermint'.  [miIs 
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[  :>N  ) 

les  iiiilieiiv  des  cùli's  du  uoiiveiui  polygone  ainsi  luriné. 
el  ainsi  de  suite;  le  poinl-limite  est  le  centre  des 
moyennes  disUinces  des  ti  points  donnés;  on  envisage 
ensuite  les  carrés  des  distances  d'un  point  du  plan  aux' 
systèmes  successifs  des  ])oints  obtenus;  on  arrive  ainsi 
très  simplement  au  résultat  énoncé,  en  supposant  le^ 
points  eu  ligue  droite. 

Cette  série  est  remaiqual)lc  à  deux  points  de  vue   : 

i"  Elle  échappe  au\  règles  de  cou\ergence  <'oiinues; 
:>."    La  somme  reste  la  même  lorsqu'on  écrit  les  quan- 
tités (tft/.^.  .  .((,1  dans  un  ordre  quelconque. 

(Ju  peut    tacilemeut   gcnt-raliser  h'  théorème  pr(''C(''- 
dent  en  considérant,  par  exemple,  les  quantités 

«j  -.-  (( o  -+-  a  •             ,          rt.,  —  (I-,  -:-  a;, 
''\  =   rr '  '*i  ~~'    — i '  •  •  •  ' 

/>,  -T-  /y.>  -+-  b-i                           6.>  -H  6(  -f-  b:, 
(■\  =  7^^ 5  r-x  =    -^ r^ '  .... 


[J2e] 

SLR  ll\  PUOHM^Hh:  IH;  PKOltAlULITK; 

V\\\  IM.  ,1.   IIAAG. 


1.  Soient  deux  quantités  indé-pcndautcN  r  cl  »•. 
obéissant  à  la  loi  de  Gauss,  la  valeui-  moyenne  de  cha- 
cune d'cdles  étant  zéro.  On  sait  que  leur  somme  obéit 
aussi  à  la  loi  de  (jauss.  avec  un  écart  unitaire;  se  (h'dui- 
sant  par  coml)inaison  qui(lr<it ique  des  ('-earts  iiui- 
lairo  de  ./•  et  de  )'•  C'est    là    une  propri(''l(''  dont   on  lait 


firqueniineiil    nsai^e  cUui>   le  calcul  des  prohahilités  et 
jtarticulièreinent  clans  la  lliéoi'ie  (\e<  erreiu's. 

On  peut  se  tleiiiantier  s'il  existe  une  f)n)piiét<'  ana- 
logue pouf  le  pidilnit  .rj'  et,  si  cette  propin-té  n'existe 
pas.  à  quelle  loi  de  probabilité  obéit  ce  produit,  indé- 
pendamment de  son  intérêt  pratique,  cette  question 
conduit,  comme  on  va  le  voir,  à  des  développements 
mathématiques  intéressants  et  constitue  un  bel  exemple 
d'application  luiniérique  de  diverses  llu''orie>  d'ana- 
lyse. 

l2.  Appelons  a  el  ù  les  écarts  unitaires  de  x  et  <le ->' 
et  clierclion>  : 

i"  La  probahiliU'  <'/P  pour  que  Le  produit  z  =  xy 
snii  compris,  en  valeur  absolue,  entre  z  et  z-{-clz: 

■>."  La  prahabililé  V  pour  que  cette  râleur  absolue 
Soit  in Ji')ieure  à  z. 

Si  l'on  considère  le  ponit  Mfx.  )'i.  cela  revient 
il  calculer  la  probabilité  entre  les  deux  hyperboles 
voisines 

(I)  xj- =  z-         et         xy  =  z- ^- clz. 

ain>i  que  la  [)iobabilité   dans    la  région   du    plan  exté- 
rieure à  la  première  de  ces  courbes. 
Faisons  le  clianitement  de  variables 

(•2  1  X  ■=  0)0  cusç,         y  =  w6  sine. 

Il   faut  calculer,  dans   chacune   de>   r(''iiM»ns   (M-de>sus, 
lintéurale  (loid)le 


!//< 


(Je    rMiciil     <■>!    idi-iiif-nlairc    et     coniluil.    en    Iriiant 


(   ^o   ) 
(■<)iii|)l("  (les  symétries.  iui\  ticiix  fonmih's  suixaiiles  : 

r/|>  = /     If       "/'  Mil  O  cos  i   ._ : , 

—  ah   .  '  «in  '^  cns'^ 

Posons 

(3)  -7=^         v.o-'i: 
il  vient 

■>.  r-   — —  d'i 

(4)  dV=-i)dt.  O  ^  -^  e      .iu-b^-^; 

iz   "      '  "       •  „  s  m  O 

(5j  I'    =    I    _i       /      •>    e        si,,  .L   ,/•!;. 

'"  •    0 

J^:i  loinmie  (  "î  )  se  «hûluiL  (railleurs  de  la  roiiiiule  (5j, 
|»ai-  (liMerenI  lat  ion  sous  le  sii;ne    /  . 

I}.  Les  iiil(_''i;iMles  (  'j)  et  (.">)  ne  se  tMinriiciil  |);iv  aux 
fonctions  ('•l(''incntaii"es.  On  pourrail  les  caleiilei'.  |>oiii' 
dilTérentes  valeurs  de  /,  par  la  ludliode  ilas  tra- 
pèzes. Ce  procédé  est  siirlonl  aNaiila^eiix  pour  P,  pour 
les  i^randes  valeurs  de  /,  (;ar  rexponeiilielle  ol ,  dan> 
ce  cas,  très  petite  et  Tinléi^rale  f  j  )  peui  ('tic  ('•\alu(''c. 
avec"  une  précision  suHisanle,  au  nio\en  de  (jiielques 
trapèzes  seiilenienl.  (leei  eiu-respoiid,  du  ic^stc  au  lait 
(]ue  P  tend  vers  i,  pour  /::;:;: -^  oo,  eouiuie  il  e>l  cxideiii 
a  j)iioi  i . 

Pour  les  petite>  \aleui's  de  /.  la  iiK-lliode  des  tra- 
pèzes |)arait  loui;ue  et  peu  pr,iti(pi<'.  Nous  allou>  en 
indiquer  une  autre,  qui  sera  heaucoiip  |)lii>  pro|)iee 
aux  ealciils  nu iiiéjiques. 

1.  (  lliei'elions,  si  possible,  une  cqualiou  dilh'rcn- 
licllc  ^iiuplc,   à   hupielle  satisfasse  la    loiielion   (J   de  /. 


(il 


RciUcU'qiiiuis  (1  :(l)i)r(l  que  celle  roiietioii  n  a  de  sens 
que  si  f  est  |>osiilt".  Pour  ^^o,  elle  esl  iniinie.  Il  est 
donc  entendu  qiu^  nous  ferons  \arier  t  dans  l'intervalle 
(^Oî  -i-oo),où  /od<'>ii;iic  un  nond)re  positit  (juelconque, 
arbitraireincnl    pelil.  Dans   un  tel    intervalle,   on   peut 

dilFérentier  (J  sous  le  sii^ne     /    autant  qi:"on  vcul. 
Nous  a\<tns 


0'  = 


P 


r       ^i^■!'   COl'li 


n 


CnS-  6  d'it 


'   Il 

'     0 


in  <l  -  .— i-j    —  /  <  )  : 


sinî'i/' 


Donc,  la  (oiiclKin  <)  >ati>tait  à  IcWiiiaiiou  d  ifléicnliel  le 
linéaire  (\yi  second  ordre 


(6) 


tO"--  O'—fO 


Au  clianiteuicnl  près  de  t  en  il.  on  recoiinai'l  un  cas 
particulier  de  \'rquat.io/i  de  Bessel.  Du  resle,  (ui  sail 
(|ue  rintéi;ralc  ;L;énéralc  de  cette  équalidu  |)eul  s'ex- 
primer par  de>  intéj:;rales  définies,  suivant  la  nu^lliode 
de  Laplace.  L  intéiiidle  {\)  en  est  un  cas  particulier, 
coniiiir  iiii  le  \(>il  eu    larsanl   le  cliaui^cuienl  de  Nanahic 


On  tidiiNc.  eu  cllél. 


rlu. 


l    <)2     ) 

tonne  classique  des  iulégrales  auxquelles  nous  venons 
<le  faire  allusion. 


5.  L'intégrale  génénile  de  l'équaliou  de  Bessel  peul 
«Hre  développée  en  série  au  voisinage  du  ])oint  t=^  «>. 
Pour  le  cas  particulier  de  l'équation  (  ()).  on  sail  que  le 
déveloj>pement  est  de  la  forme 


(8) 

en  posant 


Q  =  GJ    -(7(J  loo^—  I 


/  /2  -,  I, 


/2  \  // 


<-'  '-1-tUw'  '=i:(-i-- 


nj    inly^ 


<  ;,   C  =  const. 


(.es  séries  convergent  a\ec  une  grande  rapidité  cl, 
par  suite,  se  prc'tent  l)ien  au  calcul  nuuK'rique.  Il  est 
donc  intéressant  |)our  nous  de  les  utiliser  pour  l'iiih'- 
grale  particulière  à  hupielle  nous  avons  allaire.  Et  pour 
cela,  il  nous  suffit  de  calculer  les  valeurs  des  cons- 
tantes C  et  C  (pii  couN  ienneni  à  cette  int(''grale. 


().    On  a  tout  d'al)  )icl 


<  lO) 


C'==  liiii 


:0    lo-^ 

Pour   calculer  cctie    liinile,   (|ui    >e   [)i('s<'nl('  son>  la 
lorine  —  ,  parlons   de    la    formule    (7),  en   y    larsanl    le 
cliangcmenl  de  \arial)lc 
(II)  *'  =  ut. 


ce  qui  donne 


r/r. 


(   {V.\  ) 

Désii;iiaiit  |»;ir  /'  un  iioinlîre  posilil  ([iielciuiquc,  nous 
pouvons  écriiv 


\  l-i-  /^ 


,A-  =  Q,_  ().,. 


Laissons  (Ixe  t'  et  taisons  tendre  t  vers  zéro.  La  seconde 
intégrale,  qui  est,  comme  on  le  voit  aisémenl,  unifoi'- 
mémeut  conveigenle  quand  t  varie  dans  tout  intervalle 
intérieur  à  l'intervalle  ( — /'.  -.-  /' ),  a  |)i»ur  limite 


('  i3  I 


--£ 


(^uant  à  la  preniièie.  elle  peut  s'écrire,  d'après  le  tliéo- 
rcuie  de  la  luovcnne, 

Q,  :=  e   '"1  log(  /'—  V  /'-—/-  '  —  l"i;/], 

t"  désignant  un  cerlain  nombre  (;oinpris  entre   t   et   L' . 
jNous  avons  alors 


Si,  laissiinl  t'  (i\c.  nous  taisons  tendre  t  vers  zéro,  le 
second  inemhre  tend  vers  —  c'"^,  0  désignant  la  limite 
de  t' .  Or,  celte  limite  est  certainement  comprise  entre 
o  et  t' ,  et,  coinine  t'  peut  être  choisi  à  l'avance  aussi 
petit  qu'on   \eut,   Q  ne    peut   «Hre   que    nul.    Donc,  la 

limite  de  7—^  est  <^nale  à  —  i  et  Ton  a 
I  o  p7 

(i4)  (y  =  — I. 

Nous  axons  maintenant 

(1  j)  1;  =  lim((,)  —  lu-;/  ). 


Celte  liiiiilc  se  présente  sous   la    lormc  oo  —  ce.  Daprè 


(  <i.1  ) 

ce  (|iii  pi-rcrdo.  elle  ol  r-i;ale  il 

•>2-^  loi;  ■;./'--  liiii  (  /"li.^/  ). 
/  =  Il 

Miiis.  nous  ne  connaissons  pas  la  hiiiile  de  /.'  loi;^.  (jm 
esl  certainenieni  dépendante  de  t..  puisqu'il  en  est 
ainsi  de  la   somme  Ro-r    loi;  m/'. 

On  |)ciil  s(tni;er  ;t  cliercher  la  liiniLe  de  cette  limite, 
quand  t'  lend  à  son  tour  vers  zéro.  Mais  il  est  plus 
sinij)le  de  reprendre  la  question  de  la  inanière  siii- 
\  aille. 

lJonii(in>-noii>.  un  nombre  j)osil  il  (inelconcpie  /.\>>  i  . 
^soiis  i»(in\ on>  «'crire 


Ol 


Vr  ---^  M:i^  ♦^^• 


Q.j  =  e-i'-  lo-  (  /.  -i-  v//.-2  —  I  ),  /  <  /'"  <  kt\ 


Puis 


/  — 0 
/'  — 


p-i' 


yr^— /-      '■ 


Q.     -K     lu-/     :^     lo-/'—    log/ 

/' 

'' —  1 


,,/' 


Pour  /  —    o.  la  premièic  in|(''^ral<>  d<'\  leni 

(  ib)  i'i  ^   /      ^ 'l^'- 

\y,\  seconde  sT'cril 


dv  : 


,U- 


<■   I" 


l''  élanl  compris  entre  /. 7  et  t' .  Sa  limite,  piuir   /  =  o, 


e>l.  III  ii|j()elaul  h  lii  liiiiil<'  de  /  . 

e-9  [loi; 2  —  lo-  <  /.  —  /X^— 1  •  -^  log/.- 1 . 
l"  inalenient.  iitni-<  axoii^ 


(17  I      C  =.  R„—  log  I  /.  —  v//.-—  I  '  -I-  log/'—  log/.  —  II, 
—  e-'i  [log-2  —  lo-  I  /.  —  v//'"-  —  I  ^  ^  lo-/.]. 

où  0  est  un  ceitiua  nnnibic.  doiiL  iiou>  sav(in>  >eule- 
iiient  qu'il  est  compris  entre  o  et  /'.  La  piemirre  li<;ne 
de  (i-)est  iiidépendanle  de  l' ^  comme  on  le  voit  en 
prenant  la  dérivée.  II  en  est  donc  de  même  de  la 
seconde  et.  par  suite  de  h.  Comme  0  est  compris  entre 
<>  et  /'  el  qiiOn  peut  (•li(ti>ir  l'  arlutrairement  prtil.  on 
a  nécessairement  h  =--  o.  .Nous  a\(tn>  linalrmenl 


(i«j 


(  ;  = 


H.,—  \oii>./' 


T.   Reste    il 
constante. 
Noii^  a\  oii- 


ealciiler    la    \alciir    luiiuérique    de    cette 


H, 


Cette  série  convertie  rpiel  que  soil  t  .  iiiai>  d  autant 
j)liis  vite  que  /'  est  j)lii>  |)etit.  l\)iir  calculer  IV..  appli- 
quons la  formule  (isymploliqiie  de  SticJtjes  : 


(  iO  ) 


I  - 


/'■' 


/"  J 


(k'tte  série  est  diveriieiilr,  cpiel  (pie  >oil  /  :  ut-an- 
iiioin>.  SI  l On  prend  la  somme  de  ses  //  j)remiers 
termes,  on  sait  que  Ton  obtient  une  valeur  approcli('e 
de  Pta,  l'erreur  commise  étant  inférieure  en  valeur 
absolue  au  dernier  terme  |u-is  et  de  siiine  contraire  a 
!•<•  terme. 
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Or,  SI  /  :^  :>,  la  srne  ('oiiiiiiencc  pur  co  iivcri^er.  |m)iii- 
(llveii;er  ensuite.  Le  leiiiie  iMiniiiiiiin  est  «''^al.  >i  /'  «'st 

,•     '      <       _,,(<'-!)! 

eiitiei'.  M  i'   ^  — r-7— • 

On  |)eul  le  renclie  aussi  petil  (jn'ou  veul,ea  prenant 
/'  assez  lir.ind.  Par  (;onséquenl,  en  arrêtant  le  dévelop- 
[)enient  à  ce  tenue  luiniiuum.  ou  .obtient  luie  valeur 
aussi  approchée  qu'on  le  veut  de  lio. 

Prenons  t'=:4.  INous  trouvons  les  deux  valeurs 
a[)pjoclH''es  par  excès  et  par  défaut 

0,004^07     et     O.O0358. 
Fax  prenant  la  niovenue.  nous  ohlenons 

R2  =  0,00379, 
à  o,  oO():>.  près. 

En  calculant    eusuile    R,    |jar    la    tonuuie   (i<)K   "H 

iiouve,  à  0,0001  près, 

R,  =  —  1.967-32. 
Enfin 

logS  =  2,07944. 

l' lualenient,  nous  avons 

C  =  -f-  0.  !  I  M), 

à  environ  o,ooo.>  près. 

<S.  ^ous  connaissons  maintenant  le  développenient 
de  Q.  Eu  intéf;rant  la  foruiule  (  'î  )  de  o  à  /,  nous  eu 
déduisons 


i/''.»./ 


"  ^  0 
Or 

Q  =  — J  logf  —  I  -^  CJ. 
D'où 


2 


Si  I  i»ii  |ti(se 

.  / 

J  ,  =   /     .1  dt. 


/      Jlo-/r//  =  J,  lo-/—  ^      Ji 


En  tenant  compte  i\ft<.  foijiuiles  Tc))  et  int«'i;rant  tennc 
à  terni<'.  un  liunvc  (inalcnieiiL 

(  '21)  V  =  '—\\  —  \Mv>.\  i5()  —  Im-/  (J. 

on  pu  sa  ut 

i-X-i.)  ,\=\      X„«„,  ''=7      "«: 


(t) 


(•23)        11,1=-- i-—,  7.„;=  I  -^        —  ...- • 

■i.n  ^-  \    i  n  .  \'  ■}.  Il        m —  i 

'  I-     " 
Si    Ion   appelle  a„   cl  h„    les  cneHien-nls  île    (  — ) 

dans   A  et  B,  leui\s  valeur>   poni-  les  |»reniiei'S    teiines 
sont  les  suivantes  : 


«0=15       «I  =-=  0.444  •••  1        a2=o.oS5.        </;  — 0,007^  12. 

a^  =  o.ooo42o3,       «5  =  0.00001499,       «,;  ^  Ojooooooiij»  ; 

60=1.        Iu=  r,  =o."j33...,        62=o,o">.        6.J  =  o,oo39t)S. 

6-,  =  0.0001929,       65  =  o,ooooo(")3i .       A,;  =  ().(joooooi4S. 

Ces     ternies     sont     sulTisanIs     pour    (iiiriiicr     P     jus- 
qu'à   1=  \. 

9.    ÎNoiis    a\<)iis    lait    le    calenl    nnni('ii(pic    de    I'  an 
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moyen  de  la  loiinulc  (  2  i  ).  |)onv  des  valeurs  de  /  (iclie- 
liinin-es  de  (>,.•>  eu  n,:>  jusqu'à  /  =  m  el  de  o. 4  en  t»,4 
jiisqii  à  ^  =z  "j.  Nous  avous  poussé  rappioxiniation  ]us- 
fpi  au 

A  titr*'  de  conli(')l('.  nous  a\ous  ealeulé  1*  par  le>  lia- 
|)rzes,  pour  /  =  :>...'):  a  et  4-  -Nous  avons  retrouvé  exac- 
leuient  les  trois  mêmes  iiomlires  qu»-  pai-  la  première 
niétliodc. 

Nous  avo[i>  eu>uile  e()u^trult  une  eourhe,  d'où  noir'» 
a\ons  déduit  le  Tableau  ci-dessous. qui  doiinr  la  loi  de 
[)rol)al)ilitr  elierriiée. 


/.  I'. 

0  ,02 o  .<)(j() 

o,o4 o.  1 10 

0,06 (1.  »  >l 

o.oS. o.  iS(> 

0,10 o.iiS 

o.-.' o.)4H 

0.3 <>•  44  ' 

0.4 o .  5-2  "» 

o .  j o .  J90 

o,() t>.644 

0 .' 0 ,  (iSf) 

0.  g o.  7XS 

o.») <i,7^'^ 

"•" 0.79-2 

1.1 0.817 

,  .1 o,838 

1.3 o,8')7 

1.4-. o .  874 

1 .  ."> o ,  88S 

1  .(> 0.901 

1,7 0.912 

I  .  N o . 9i> 


/. 


1,9 
2.0 
2.  I 


o,9J  I 
0,938 

o,94'J 
0.9")  I 

•S  y  "'7 
0,962 

o ,  9G6 
o  .<)7o 

0,975 
0.977 
0,980 
0.982 
0,980 
0,98  ') 
0,986 
o .  988 
0.989 

3,7 0,991 

3,8    .....     0,99 < 

3.9. .... .      0.99  > 

1.0......      0.99; 


2,3.... 

■>. .  J . .  .  . 

2 ,  (") 

2.7.... 

2.8 

2,9.... 

i,o.     .. 

3,1.... 


3. 4 

i  .   I 

3.  G 


La  j)rolial)i  I  Ile    V  a  une   allure    très    diiliicalr  dr   la 
loi    de  riau-.>,  c'est-à-dire  de  la  fonction  (-). 


Elle  est  égale  à  o,  5  |)<>iir  /  ;;=(>..)().).  ()n  peut  eoni- 
parer  lu  valeur  corres[K)nclanle  de  r-,  qui  |()ue  le  rôl<^ 
d'f'carl  nirdian,  au  produit  des  «-caris  nif'dians  y.  el  'i 
de  .r  et  de  r.  Ou  a 


t  =  —j-  =  ^0,4769    =  -Q  X  0,4548. 
ab        y.i  ap 

Pour    /  =  (».,')().).    on    lr.)ii\e    ;  =  ît/j  x  o. -1)8.     iJouc. 

l  ('■«■ait  médian  en  ;  est  à  iieu  près  le>  —  tlii  produit  des 

'        '  10         ' 

«■«■arl>  iiK'dinns   en  •'F,J''.  Mais,   tandi>   «[iie.    dans  la  loi 

de  (jauss,    la  prol>abilil«''  aui;nienle  iapideni«'iit  au  delà 

«le  o. .').  elle  ant;uiente  beaucoup  plus  leuleiueiit avec  la 

l<ji  actuelle.    Par  exeiii|)ie,    si    :;    esl    «-pil    à    '(    écarts 

médians,  la  probabililé   P  «'st  seulemenl    de  o,<S8_^,au 

lieu  tic  o.()t).)  avec  la  loi  de  (jauss.  Piir  contre,  pour  les 

pelites  \aleur>  de  /.  la  cii)issance  de   P  est  plus  lapitle 

qu«'  celle  de  la  tonction  (-).  La  déri\«''c  — ;-  est  d'ailleurs 

inlinie  pour  /  ^=  o.  Autrement  «lit.  la  courbe  qui.  «lans 
le  pi'oblènie  actuel,  remplace  la  combe  «  lassique  dite 
f<  en  cli;q)eau  de  i;«'ndiiniie  »,  présente  une  .isvmpt«ile 
pour  /=o.  Le  sommet  du  cbapeau  «;st  à  Tinlini.  Tou- 
lelois,  cet  inliiii  est  atteint  très  lenteiiuMit;  «ar  il  ot 
«le  ror«li«;  de    bj^  /. 


SOLUTIONS  M  OLKSiiOVS  l'KOl'OSIlKS 


1483. 

HSS,    |>.    j'S;    1917,    |).    ?■!:?. I 

Soie/Il  V  If  lolunie  \d'iiii    létraè.drc  et  \  1  le  rolunic  du 
ti'lraèdre  obtenu  en  menant  i>ar  un   point  ifuelconque  des 


ilroilcs  ('•i;al('X  et  pttrallèles  aicr  plus  rourles  clislancea  a, 
Jj,  Y,  (les  (irrIes  opposées  du  létraèrlre  doii/ié  :  lui  a 


GiCNïV. 


i>.  VV,=  7.252 -;■■;. 

SOIAITION 
r;tr  M.  M.  BorVAisT. 

rrenoiis  comme  origine  O  un  sommet  du   tcliardre  ilonin 
soifnt  Sj,  So.  S3  les  trois  autres  sommets  ;  posons 

(  )S,  =  p,  OS2  =  7,  OS:i  ^  /•, 

les  coordonnées  de  S,,  So,  S3  seront 


r  =  rb^. 


cl  l  on  a 


\    =   -^pq> 


"i  bi  Cl 
a.2  hj^  Ci 
ff-t      b,      c-i 


rP'jr\. 


Si  A/.  B/.  <  1/  désignent  les  mineurs  de  A  cniit'S|)<jndant 
à  rt/,  A,,  f/,  les  coefficients  angulaires  de  la  iicrpcndiiiilairc 
ci'inmuiie  à  <)Si  et  Sj  S-  seninl 

r/  A  i  -~-  r  \-,        (j  Al  —  /■  A.-5        <j  A^ —  r  A  , 


[(y  A3  H-  /-A  2)'- -4-  (  (/ A|  -J-  /'A:,  )-—  I  C'A,,-:    /-A,)- 


.l'où 


(/A.j-r/Ao      ^H:j   !-/  15-2      '/''^^T^/'Cj 
/)A3-+-/'\i       /jB3-(-/'Bi        />(J,;^-/'Ci 

/;A2--r/A|     ^Bo-f-^/Bi     /vGo-t-yC] 


fi  7,7,7,' 


AA 


o  ?•  A  Y  A 
/•  A  o  /;  A 
7  A     /)  A       o 


=  ip(jr\'^. 
l,S\  ,^    =piq-'-r^  A-î ï-i-, 


i   7'    > 

le  |»lan  mené  par  S^^s  paiàllélf  à  <.)Si  a  pour  équalion 

(T  —  q a., ;  ( q A^ -t-  /' Ao ) 

-f-  {y  —  qbi)^q  B.j -h  /•  IJo  i  -H  '  ^  —  qc-i )  (7 C-  —  /•  Ci  ;  =  o, 

'j..  ilislaiHL-  lie  Cl-  plan  à  i'orij^ine,  est  égalii  à   5    d  où 

(I  Mil  t'iiliii 

iSVV,  =  7^3^72. 

IJénonri!'  est  donc  paiticlleiiK.'iit  inexact. 

1502. 

■  ISS'i,  |i.  l.io;  rJ17.  |i.  2î:.' 

(hi  donnr  dans  l'espace  deux  droites  S.  et  15.  Une  hyper- 
bole \\  doit  avoir  la  droite  A  pour  directrice  rt  être  un 
méridien  d'une  surface  gauche  de  rêvol ution  contenant  la 
droite  V>.  On  demande  le  tien  du  foyer  de  II  correspondant 
à  la  directrice  \.  Halimikn. 


>0 

LL  TIO.N 

Pa 

1-  \l.   1 

î.    liO'uVAIST 

>Oll   : 

1- 

_   ^ 

1  =  0 

la   su  1  lare 

aiiciie  (le  révolution 

«-  r- 

(oiisiilerée  ;  soit  (J  son  centre;  H  rencontre  le  cercle  de  gorge 
en  a,  le  plan  OA  en  y;  s<jient  P  et  P'  les  |ticds  sur  A  et  B  de 
la  perpendiculaire  commune  à  A  et  15,  D  lintersection  de  A 
avec  le  plan  du  centre  de  gorge,  fJ  l'intersection  de  la  paral- 
lèle à  A  menée  par  y  avec  ce  même  plan. 
Posons 

/^\ 
?V=d,         3  0a  =  0.  'yj-':='i- 

On  a 

c  ,  a^  cosO 

tango  =  -  ,  d  = 


[/a-  —  f- 
d  =  (/{  I  —  cos  !5  cosO),  PlJ  —  a  sin  0  siii  •:,. 

Soit  F  le  lover  de  la  méiidiciiiie  silure  dans   le   idaii   '>.\  el 


{  -2  ) 

corr'cs|)nii(laiil  à  la  di lertiici.'  A, 

DF  —  Il  cos-^  laiii^-cî. 

Soient  V  la    projeclioii    de    1^    sur  le  cercle    Je    j;oriie.   !•'  la 
projeclioii  de  l''  sur  la  per|)eiidiculaire  eu  I)  à  Dl'". 

DF'=  Dl"  si  II  0; 
d'où 

V\)  I 


DF'         tan--^ 

'/  coso  lau"-^ 


DI-  = 


I  —  co-  c  cr)s  0 


(les  lieux  relations  nionlreut  (|ue  le  lieu  clierché  est  la  sec- 
tion par  le  plan  t.  mené  ]>ar  PI''  perpendiculaire  à  B,  du  cy- 
lindre parallèle  à  A  ayant  pour  directrice  l'ellipse  (E)  située 
dans  le  plan  mené  par  l'P'  peipendinilaire  à  A.  et  a^aut  pour 

foyer  P,  pourceuli'e  I-*'.  pour  deuii-a\e  focal  i    pourdemi- 

coso 

axe  non  local,  û^tangcp. 

Il  eu  resuite  immédialemenl  (lue  -  est  un  plan  cyclique  du 

c\lindie  et  que  le  lieu  clierclié   est   le  cercle  de  centre  V  de 

<f  ■        ■     ,  ;  / 

rayon  1  silin-  dans  le  iiIkii    t.. 

lOSO 

\ira-e  scdulioii   \i\w  M.   I'^aiiii  icrx. 
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'IS.S,,    |l.    iîS;    1VII7,    p.    2  :'.  . 

On  sait  que  les  cordes  d'une  conique  qui  sont  luies  d'un 
point  C  de  la  courbe  sous  un  cingle  droit  fiassent  par  un 
point  /ixe  P:  la  polaire  île  ce  point,  par  rapport  à  la  co- 
nicjue,  est  une  rnrdc  commune  à  celte  courbe  et  au  point  <\ 
considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit. 

Cela  posé,  soient  \  et  B  de u.v  points  quelconques  de  cette 
polaire.  Par  les  trois  points  A,  !î,  C,  on  peut  faire  passer 
trois  conifiues  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
conique  donnée  au.r  />oints  F,  Al,  N,  respecti\ement.  Les 
droites  (11^,  CM,  GN  sont  normales  au.r  côtés  d'un  tria/igle 
éq uilatéral .  et  il  en  est  de  même  des  droites  qui  Jni i:rient  <1 


(  7''  ) 

aux    quatrièmes   points   de    rencontre  des  trois   coniques 
osculatrices  deux  à  deux.  Genty. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Si  après  avoir  fait  correspondre  aux  points  A.  et  B  les  points 
cycliques  dans  une  transformation  homographique,  nous 
prenons  l'inverse  de  la  conique  transformée  par  rapport  au 
point  C,  la  proposition  à  démontrer  devient  la  suivante  : 

Si  l'on  joint  le  point  double  C  d'une  cubique  nodale 
aux  trois  points  d'inflexion  Ij,  I2,  I3  de  cette  cubique.,  les 
rapports  anharmoniques  des  faisceaux  formés  par  les 
tangentes  au  point  double  et  les  droites  GI1GI2,  CI^GIa, 
GI3CI1  sont  égaux  aux  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité.  Il  en  est  de  même  pour  les  faisceaux  formés  par 
les  tangentes  au  point  double  et  les  droites  GTj  GT2, 
CToGTj.  GT3GT1  :  Ti,  T..  T3  étant  les  sommets  du  triangle 
formé  par  les  tangentes  d'inflexion. 

Soit  en  effet  {x-v-y-^z)^ — \~  xyz  ^^  o  l'équation  cano- 
nique de  la  cubique,  les  côtés  du  triangle  de  référence  sont 
les  tangentes  d'inflexion,  la  droite  x -k- y -^  z  =^  o  joint  les 
points  d'inflexion,  le  point  x  =  y  ^  z  est  le  point  double,  les 
tangentes  en  ce  point  sont 

X  —  t    y  -^  t-  z  ^^  o 

/  avec         /2—  ^  4-  I  =  o. 

X  -k-  t-  y  —  t  z  =  o 

t  —  1 


Les  rapports  anharmoniques  (1, 1,;.  (l,  I3),  (I3I1)  sont 


I  —  nt 
— ,    /;    les    rapports    anliarmoniques   (T,T2  i,  (T2T3), 

TaTi;  sont   —  ->    t-, >    valeurs   qui.   d"apr(;s    la  relation 

t'^  —  <  -f-  I  =  o,  satisfont  à  l'énoncé. 

1528. 

I  tSSÔ,  |i.   lii;   1917,  p.  235.) 

Soient    PA,    PB,     PG    les    trois    normales    menées  d'un 
point  P  à  une  parabole  donnée;  on  considère  les  centres 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XIX.  (Février  1919.)  6 


(  74  ) 

O,  O',  U",  O'"  des  fjualre  cercles  tangents  aux  côtés  du 
triangle  ABC. 

i"  Si  le  point  F  est  sur  la  directrice,  il  coïncide  avec 
run  des  points  O,  <V,  0",  O'".  Les  trois  autres  sont  sur  la  pa- 
rabole lieu  des  sommets  des  angles  droits  normaux  à  la 
parabole  donnée. 

■}."  Par  les  points  O,  ()\  O",  O'"  on  peut  faire  passer  trois 
hyperboles  équilatères,  telles  que  les  normales  à  chacune 
d'elles  en  ces  quatre  points  soient  concourantes.  Les  trois 
points  de  concours  Qi,  Qo,  Qs  sont  sur  un  cercle  concen- 
trique au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  de  rayon 
triple,  et  sur  les  rayons  de  ce  cercle  qui  passent  par  les 
centres  des  hyperboles  correspondantes.  Pour  quelles  posi- 
tions du  point  P  les  trois  hyperboles  sont-elles  réelles  ? 
L'une  de  ces  hyperboles  a  son  centre  sur  l'axe  de  la  para- 
bole. Si  le  point  Q  correspondant  est  sur  la  parabole, 
l'hyperbole  correspondante  passe  par  le  point  P. 

3"  En  général,  quel  est  le  lieu  du  point  P  tel  que  l'une 
des  hyperboles  précédentes  passe  par  ce  point?  Quel  est  le 
lieu  du  point  de  concours  Q,  du  centre  de  l'hyperbole,  des 
points  O,  O',  O",  O'"? 

4°  Quel  est  le  lieu  des  points  Qi,  Q->.  Q3  si  le  point  V 
décrit  une  droite  donnée.  J.  Hadamard. 

Solution 

l';ir  M.    lî.   BouvAisT. 

Soient  j'-  —  ip.r  =  o  la  |j;iiabole  donnée;  .roj  y»  le  point  P, 
nous  aurons 

BG  =  xti  s/ip  -\-  t\y  -+-pyo—  o,  \{x  =  f],  y  =  tiyfTp), 
CA  ^  xt^  sf^  ~^  ^ly  ~^  Pyo  —  o,  B  (x  =  II,  y  =  f-i  \/7.p), 
VB  sE=xt3\/ip  -f-  Il  y  +  pyo  =  o,       C(.r  =  tl,  y  :^  /g  v/2/)), 

II.  11.  I3  ('tant  racines  de  ror|uation 

t-^  \/ip  —  t  yjip  {Xtj  —  p  t  —  py^)=2  o. 

Le  triangle  ABC  est  conjugué  aux  deux  hvpeiholes  équihi- 


:"^  ) 


teres  : 


1  H ,  1  =  >.Tr  -^ pj'o  =  <>• 
(  Ho )  =  .V-  —  j2  —  ■>  ( p  —  J7,i '^x  -h  Kjo  -H  3-5  —  p-  =  o : 

les  points  rrinlerseclion  de  ces  deux  courbes  sont  les  points 
O.  O',  O",  O"'. 


i"  Si  Xo  =  — 


/' 


H,^  (a-  -  ^)  (^  -  ^)  -  y(y  -  y,)  ^  ... 

et  les  points  d'intersection  de  H,  et  llj  autres  que  P  sont  sur 
la  parabole 


■r  —  rv»  =  <» 


ou  encore  sui-  la  parabole 


H,=  jK- 


pT  ypi 


lieu  des  sommets  des  angles  droits  normaux  à  y- —  >/>.r  =  o. 
■1'  Soient  n,  ^  les  coordonnées  de  Qi,  l'hyperbole  d'Appol- 
lonius  de  ce  point  par  rapport  à  l'hyperbole  /Hi-)-H»=o 
doit  faire  partie  du  faisceau  linéaire  déterminé  par  H,  et  M,, 
d'où  les  relations 


y« 


(') 


1    —  /.x  -\-  [i  -+-■>./.(  p  -^  Xo  )  ^  '^  =  o, 

'    a  -h  À  ^  -4-  (  />  -+-  .To  )  —  >.  jKo  =  o, 

'  -=^-^  -h'^(p  -^xo)—pyo-^  /-{xl  —  />^-)  =0: 


d'où,  par  élimination  de  a  et  3, 

(  •>.  )     À' (  ,r n  —  /j2  )  -^  À-2  (  -i  xo  j-o  —  p y„  ) 

-î-  A     -^^ MX^  —  pjix^^-^ip)      —  (.Tft  r„H- V./JJol  =«». 

équation  qui  déterminera  les  trois  hyperboles  répondant  à  la 
question. 


(  7M 

Soit  u)  le  centre  iln  cercle  ABC,  ses  coordonnées  sont 


J'w  ■■ 


ro 


Des  deux   premières  relations  (i)  on   déduit   par   élimination 
de  X 

ér|iiation  d'un  cercle  concentrique  au  cercle  ABC  et  de  rayon 
triple. 

Le  centre  de  l'hyperbole  XIIi-i-H2  est  à  l'intersection  des 
droites  : 

—  Xx-i-  y  =  2^0), 

ou,  en  transportant  l'origine  en  co, 

x^ly  =  ar<^— ÂjKo), 
—  Xa?-f- jK  =7w-t-Xa'w; 

dans  les  mêmes   conditions  les  deux  premières  relations  (i) 
qui  déterminent  a,  p  s'écrivent 

—  Xa  -(-  P  -f-  3(Xa7(o-l-  .rw)  =  o, 
a  +  X[i  -+-  3(3-10—  X^o))  =  o; 

la  droite  wQ,  passe  donc  par  le  centre  de  XHi+H2=o  et 
l'on  a  en  désignant  par  Xc,  yc  les  coordonnées  de  ce  point 

a  =  ■!.(  p  -t-  j^'o)  —  l>Xc^ 
P  =  JKo— 3j/,. 


L'équation  {i)  peut  s'écrire 


X(3ro-4-/>)+=^ 
2 


JKo 


'i:'  {Xfi  —  p)  -\-  Z\— -2  (  370  +  2  /O  ) 


F>os  trois  hyperboles 

À,  II,  +  Ho 


(  /  =  I,   2,   3) 
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«eront  réelles  si  l'on  a 

9^,1  -+-  32(070-+-  2/?)  (aro  —  />)  >  o; 

à  la  racine  A  = — ^ correspond  une  hyperbole  avant 

i(x^-\-p)         .     *  -^ 

pour  centre 

le  point  Q  correspondant  a  pour  coordonnées 

.r  =  —  (p  —  Xo), 
y  =  J'o. 

L'hyperbole  considérée  passera  parle  point  P,  si  l'on  a 

{p  -+-2  0"o)[jK5  H-  2/j(.ro-4-/)jJ  =  o, 

c'est-à-dire  P  étant  quelconque  si  le  point  Q  est  sur 

^^  —  ipx  ^=  o. 

3"  D'une  façon  générale,  l'hyperbole 

x-i  —  y^  -Ar  ikxy  —  ■!{  p  ^  Xq)x  ^  yyo  ^  xl  —p^.-i-lpj^=  o 

passera  par  P,  si  l'on  a 

(9.x,'^p){lyo  —  p)^  o, 

c'est-à-dire  si  le  point  P  est  de 

y^  —  ipxz=o     sur  la  directrice, 
')         y--^  ipix -^  p)  =  o     sur  la  parabole, 

'  y-{f\X  —  5p)  —  ip-(x  —  p  =  o)     sur  la  cubique. 

a.  Lieu  du  point  de  concours  Q  et  lieu  des  centres  des 
hyperboles.  —  Nous  avons  d'une  façon  générale 


X'x=  i(p  -+-  ^To )  —  ixc       et       Xc 


rri=r»— Sjc  et      y^ 


1-+-  A- 


(    ;8    ) 

I.es  relations  (I;  permellant  d'exprimer  p -+- x^  et  jKo  en 
fonction  d'un  même  paramétre  et  l'équation  {■!)  donnant  X  en 
fonction  de  ce  même  paramétre,  on  obtiendra  sans  difficulté 
les  équations  paramétriques  des  divers  lieux;  ces  calculs  ne 
présentant  aucun  intérêt  particulier,  nous  ne  les  effectuerons 
pas. 

[i.  IJeu  des  points  O,  0',  O",  ()'".  —  Ces  quatre  points  sont 
à  l'iniersection  des  hyperboles 

nxy  +  pyt^=  o, 
x"-  —  y'i  —  i{ p  -^r-  X(i)x  -\-  yy^ -^  ^0  —  p^  =  o. 

Si  P  décrit  la  directrice  de  y'^ —  2px  —  o,  nous  savons  que 
les  lieux  cherchés  se  composent  de  la  directrice  et  de  la  para- 
bole lieu  des  sommets  des  angles  droits  normaux  à 

y'^ —  2px  =  o. 
Si  P  décrit  la  parabole  ^■- -i- 2/?(a; -r-/))  =  o.  nous  poserons 

.ro=  /  v/i/>, 
^o^P  =  —  t-, 

et  nous  éliminerons  t  entre  les  deux  équations  : 

•>.  xy  -\-  p  \/'ip  t  =  o, 

.r-  —  y--\-f  \/•^  p  y  -h  3  /-  (  ^  -!-  .r  )  -4-  ^*  =  o, 


4  x'*y'*  -h  ^x^y-(x  -h  p) p'^  —  2  xy^p''-\-  p^(x^ —  y^}  =  o. 
Si  P  décrit  la  cubique,  nous  poserons 

'>pt- —  ip'-' 

•''il  ~  —7 ; ^  » 

■>.{'i.t"-  —  p'-  ) 

et  l'équalion  du  lieu  s'obtiendra  comme  précédemment. 

4"   Si  le  point  P  décrit  une  droite  donnée,    nous   aurons. 


(  :!>) 

comme  plus  haut,  pour  les  coordonnées  de  Qj,  Qj,  Q3, 

_    >■  r  />  —  Xq  )  (  ■Ji  À^  —  1  )  -t-  3  À  >-„ 

_    .)-„  (  -2  À-  —  I  )  —  f)  C  />  -+-  J-„  I 


•i.(U-^\} 

À  étant  déterminé  par  l'équation  (^.>J  et  ^ï-o,  ^0  exprimés  linéai- 
rement en  fonction  d'un  paramètre. 


2312. 
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Soient  C  une  courbe  gauche  et  Ci  la  courbe  qui  est  le 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  à  C.  Si  l'on 
désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  en  un  point  iM  de  C, 
par  p  le  rayon  MMi  de  la  sphère  osculatrice  au  même 
point,  par  Ri  le  rayon  de  courbure  de  Ci  au  point  Mi» 
on  a,  lorsque  R  nest  pas  constant, 

do\ 


•Si  R  est  constant,  on  a 
(b)  R,  =  p=:R. 


R.   Bricauu. 


Solution 
Par  AI.  G.  Fontenk. 

Etant  donnée  une  courbe  gauche  G,  la  courbe  qui  admet 
comme  plans  osculateurs  les  plans  normaux  a  pour  tangentes 
les  axes  des  cercles  osculateurs  et  pour  points  les  centres  des 
sphères  osculatrices.  Si  O  est  le  centre  du  cercle  osculateur 
en  M,  on  a  immédiatement 

(U  0M,=  -, 

r,  étant  l'angle  de  deux  pians  osculateurs  infiniment  voisins, 
et  rfR  étant  mis  pour  |rfR|.  On  déduit  d'abord  de  là  la  for- 


(  ^o  ) 

mule  connue 

(!')  OM,  =  T^, 

as 

T  étant  le  rayon  de  torsion.  Mais  on  en  déduit  aussi  bien 

d")  OM,  :=R,^, 

asi 

puisque  y)  est  en  même  temps  l'angle  de  contingence  de  la 
courbe  Gj.  Si  M'  et  Mj  sont  sur  les  courbes  G  et  Gi  deux 
points  correspondants  infiniment  voisins  des  points  IVI  et  M,, 
et  si  l'on  mène  Mj  P  perpendiculaire  à  MMj,  comme  Mj  M' 
est  égal  à  M\  M  en  négligeant  un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  on  a 

0\I,         dp  pdp 

=  -T-j  OMi  =  ■—■; 

p  cfsf  dss 

on  a  donc  bien 

Si  R  est  constant,  OMi  est  nul.  La  courbe  Gi  est  lieu  des 
centres  de  courbure  pour  G.  Il  est  bien  connu  que,  inverse- 
ment, la  courbe  G  est  lieu  des  centres  de  courbure  pour  Gi. 
(  )n  a  bien  R,  =  p  =  R. 

Autres  solutions,  par  MM.  K.  Bouvaist,  M.  Faucheux,  U.  Goor- 
MAQHTiGH,  J.  RosE,  L.  Maloue  et  Un  Abonné. 
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sut  LHBLICOÏDE  GAUCHE; 

Par   m.    Maurice    d'OGAGNE. 


1.  Dans  noire  Cou/s  de  Géométrie  pure  et  appli- 
quée de  l  Ecole  Polytechnique  (t.  I,  p.  3io),  la 
ihéorie  de  rhélicoïde  gauche  a  été  prise  pour  l'un  des 
•exemples  d'application  de  la  méthode  de  Mannheim, 
fondée  sur  l'emploi  des  principes  de  la  Géométrie  ciné- 
ma licpie. 

Nous  avons  précédemment  fait  voir  (^Bulletin  de  la 
Société  inathé  ma  tique  de  Fiance^  '895,  p.  11 4) 
comment  un  procédé  plus  strictement  géométrique 
permet  d'étudier  les  surfaces  gauches  à  cône  directeur 
de  révolution  les  plus  générales,  dont  l'hélicoïde  gauche 
ordinaire  (à  noyau  cylindrique  de  révolution)  n'est 
qu'un  cas  particulier.  Toutefois,  les  simplifications  qui 
apparaissent  quand  on  se  borne  à  ce  cas  méritent 
d'être  mises  en  évidence.  C'est  ce  qui  va  être  fait 
dans  la  présente  Note  où  se  rencontreront  dailleurs 
quelques  remarques  nouvelles. 

2.  Soit,  en  projection  sur  un  plan  de  section  droite 
(])erpendiculaire  à  l'axe)  de  l;i  surface,  pris  comme 
plan  horizontal,  un  poini  ui  de  la  génératrice  D. 

Si  z  est  la  cote,  par  rapport  à  ce  plan  de  section 
<lroile.  du  point /j  où  la  génératrice  D  louche  le  noyau 
<"vlindrique  de  la  surface,  et  si  œ  est  l'inclinaison  de 
<  ('lie  génératrice  sur  ce  plan,  un  ;i 

pin  =  x;col(f, 
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(  «<•  ) 

mule  connue 

T  étant  le  rayon  de  torsion.  Mais  on  en  déduit  aussi  bien 

puisque  v)  est  en  même  temps  langie  de  contingence  de  la 
courbe  Ci.  Si  M'  et  M'j  sont  sur  les  courbes  G  et  Ci  deux 
points  correspondants  infiniment  voisins  des  points  M  et  Mj, 
et  si  l'on  mène  M',  P  perpendiculaire  à  MMj,  comme  Mj  M' 
est  égal  à  M'i  M  en  négligeant  un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  on  a 

OM,  _  dp  _  prfp. 

on  a  donc  bien 

Ri  dK  =  p  dp,         R 


P  ^? 


Si  R  est  constant,  OMi  est  nul.  La  courbe  Ci  est  lieu  des 
centres  de  courbure  pour  G.  Il  est  bien  connu  que,  inverse- 
ment, la  courbe  G  est  lieu  des  centres  de  courbure  pour  Ci- 
On  a  bien  Ri  =  p  =  R. 

Autres  solutions,  par  MM.  K.  Bouvaist,  M.  Faucheux,  H.  GooR- 
MAGiiTiGH,  J.  UosK,  L.  Maloue  et  Un  Abonné. 
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[M^n] 

suit  L'HKLICOÏDE  GAUCHE; 

Par   m.    Maurice    d'OGAGISE. 


1.  Dans  notre  Cours  de  Géométrie  pure  et  appli- 
quée de  l  Ecole  Polytechnique  (t.  I,  p.  3io),  la 
ihéorie  de  l'hélicoïde  gauche  a  été  prise  pour  l'un  des 
exemples  d'application  de  la  méthode  de  Mannheim, 
fondée  sur  l'emploi  des  principes  de  la  Géométrie  ciné- 
matique. 

Nous  avons  précédemment  fait  voir  (^Bulletin  de  la 
Société  mathénialique  de  France^  i^gS,  p.  ii4) 
comment  un  procédé  plus  strictement  géométrique 
permet  d'étudier  les  surfaces  gauches  à  cône  directeur 
de  révolution  les  plus  générales,  dont  l'hélicoïde  gauche 
ordinaire  (à  noyau  cylindrique  de  révolution)  n'est 
qu'un  cas  particulier.  ïoulelbis,  les  simplifications  qui 
apparaissent  quand  on  se  borne  à  ce  cas  méritent 
d'être  mises  en  évidence.  C'est  ce  qui  va  être  fait 
dans  la  présente  Note  où  se  rencontreront  d'ailleurs 
(pielques  remarques  nouvelles. 

2.  Soit,  en  projection  sur  un  plan  de  section  droite 
<' perpendiculaire  à  Taxe)  de  l.i  surface,  pris  comme 
pl;in  liorizoulal,  un  poini  lu  de  la  génératrice  D. 

Si  z  est  la  cote,  par  rapport  à  ce  plan  de  section 
<lroite,  du  point /j  où  la  génératrice  D  touche  le  noyau 
<vlindrique  de  la  surface,  et  si  o  est  l'inclinaison  de 
<  ctte  génératrice  sur  ce  plan,  on  a 

pin  =  zcol^. 
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Lors  donc  qu'on  lait  vai-ier  la  génératrice  D  on  voit 
que  la  construction  de  la  courbe  d'ombre,  point  par 
point,  est  la  suivante  :  oji  joint  le  pôle  n  de  D,  qui 
décrit  le  cercle  polaire  (n),  au  pôle  fixe  q;  la 
droite  iiq  coupe  D  au  point  u  qui  décrit  la  courbe 
d^  ombre. 

Déduisons  de  là  la  normale  à  la  courbe  d'ombre. 
Pour  cela,  nous  appliquerons  au  triangle  variable  npu 
le  procédé  de  Mannheim  {Cours  de  Géométrie  pure 
et  appliquée,  t.  I,  p.  126)  en  remarquant  que  les 
cotés  np  et  un  pivoient  respectivement  autour  des 
points  o  et  q,  que  le  côté  mp  a  pour  enveloppe  le 
cercle(/?),  que  les  sommets  n  elp  décrivent  les  cercles(/i) 
et  (p)  de  centre  o.  Si  donc  la  normale  cherchée  à  la 
courbe  (u)  coupe  eu  r  et  «t' la  normale  o/j  au  cercle  (p) 
et  la  perpendiculaire  élevée  à  un  au  point  q,  qui  elle- 
même  renconlre  en  s  le  rayon  op,  on  a 

d(>i)         no  d(p)        po  d{u)  _  ««»' 

d{  p)        po  d(u)         (IV  d{n)         ns 

d'où,  par  multiplication  membre  à  membre, 


ou 


Mais,  si   l'on   tire  par  «,  à   op,  la  |)arallèle  r'n  '  qui 
coupe  oq  en  v'  et  qs  en  iv',  on  a 

/is       uw' 

no         iw'  . 

Donc 


ce  qui  montre  que  »(''  est  parai Icle  à  ivu'',  c'est-à-dire 


no. 

inv 

uv . 

ns 

uw 
uv 

= 

ns 

no 
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perpendiculaire  à  na.  De  là,  la  construction  cherchée  : 
prendre  le  point  de  rencontre  v'  de  la  droite  fixe  oq 
et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  u  à  D ;  mener 
de  (■'  à  nu  la  perpendiculaire  v' r  qui  coupe  on  en  v; 
Ml-  est  la  normale  à  la  courbe  d'ombre. 

Si  l'hélicoïde  est  à  plan  directeur  (ici  confondu  avec 
le  plan  horizontal),  le  pôle  q  de  la  courbe  d'ombre 
reste  le  même,  mais  celui  n  de  la  génératrice  D  va  à 
rinfini  sur  op;  dès  lors,  le  point  u  est  le  pied  delà 
perpendiculaire  abaissée  de  q  sur  D;  autrement  dit,  la 
projection  [u)  de  la  courbe  d'ombre  devient  la  podaire 
du  cercle  [p)  par  rapport  au  point  q.  Dans  ce  cas,  le 
point  (■'  se  confond  avec  le  point  q  et  le  point  r  avec  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  €[  sur  oyy;  on  re- 
trouve bien  ainsi  la  construction  classique  de  la  nor- 
male à  la  podaire. 

4.  Nous  allons  maintenant  déterminer  le  centre  de 
courbure  c  de  la  section  droite  répondant  au  point  m. 
Pour  cela,|nous  appliquerons  le  même  procédé  que  ci- 
dessus  au  triangle  npm.  Les  sommets  de  ce  triangle 
décrivent  respectivement  le  cercle  (/i),  le  cercle  {p)  et 
la  section  droite  dont  la  normale  est  mn\  son  côté  np 
pivote  autour  du  point  o;  son  coté  p  m  reste  langentan 
cercle  (/>):  l'inconnue  est  le  point  c  où  mn  touche  son 
enveloppe  ;  on  a 

d(n)         no  d,{p)         po  d{/n)        me 

d(p)        po  d{ni)        mn  d{n)         nk 

si  /.  est  le  point  où  on  rencontre  la  normale  à  l'enve- 
loppe de  m/i,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée 
en  c  à  mn. 

De  là.  si  l'on  multiplie  membre  à  membre, 

no .  me 
mn.n  k 
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ou 

nk         nie 
no        mil 

Tirons  la  parallèle  ci  à  no,  qui  coupe  mo  en  /.  Nous 

avons 

inc        cl 
inn        no 

Il  résulte  de  là  que  c/ =  «/• ,  et,  par  siiiie,  (jue  //.  est 
parallèle  à  ne.  Si  donc  ml  coupe  ck  en  j,  il  vient 

/ni  cm        cm  cm 

jl  Id  ne  cil 

Elevons  en  n    la  perpendiculaire    ng    à    mn\    celte 

droite  étant  parallèle  à  c/,  de  même  que  no  l'est  à  c/, 

les  triangles  nog  et  clj  sont  homothétiques  par  rapport 

à  /».,  <;t  l'on  a 

s^ni        fin 

ou,  d'après  l'égalité  précédente, 

^ni  _       cm 

go    "'        en 

Si  donc  la  droite  c^  coupe  no  en  ?',  le  triangle  mno 
coupé  par  la  transversale  cig'  donne 

cm  in    go 
en    io  gin 

ou,  en  vertu  de  la  précédente  égalité. 

in 
io 

ce  qui  montre  que  le  point  /est  le  milieu  de  on. 

La  construction  du  centre  de  courbure  c  se  réduit 
donc  à  ceci  :  prendie  le  point  de  rencontre  g  de  om 


(  8;  ) 

€(  de  la  perpendiculaire  élevée  en  n  à  nin  :  la 
droite  qui  joint  ce  point  g  au  milieu  i  de  o  n  passe 
par  le  centre  de  courbure  c. 

Si  le  noyau  cylindrique  de  riiélicoïde  se  réduit  à  son 
axe,  autrement  dit.  si  la  génératrice  D  rencontre  cons- 
tamment cet  axe,  riiélicoïde  devient  une  surface  de  vis 
à  filet  triangulaire.  Dans  ce  cas.  l'angle  tnoji  étant 
droit,  le  point  //  est  Fextréniité  de  la  sous-normale 
polaire  rapportée  au  pôle  o.  Le  lieu  de  celte  extrémité 
est  donc  alors  le  cercle  (n),  ce  qui  caractérise  une 
spirale  d'Archimède.  Telle  est,  en  effet,  comme  on  sait, 
la  section  droite  de  la  surface  de  visa  filet  triangulaire. 
Voyons  ce  que  devient  alors  la  construction  du  centre 
de  courbure  c.  Faisant  la  figure  dans  cette  hypothèse, 
on  voit  que  le  triangle  /;2«^,  rectangle  en  //,  admet  no 
pour  hauteur.  Le  centre  de  courbure  c  se  trouve  alors 
sur  la  droite  joignant  le  sommet  g  au  milieu  de  i  de  la 
hauteur  issue  du  sommet  de  l'angle  droit;  on  sait  que 
cette  droite  n'est  autre  que  la  symédiane  issue  de  g 
dans  le  triangle  mng;  on  retrouve  ainsi  un  résultat  que 
nous  avons  obtenu  jadis  (A'^.  A.^  1880,  p.  292). 

o.  Étudions  le  lieu  du  centre  de  courbure  c  pour  les 
points  m  distribués  le  long  de  D.  Le  jioint  c  est  donné 
par  la  rencontre  de  deux  droites  issues  de  points 
alors  fixes  n  et  t,  l'une  joignant  le  point  n  au  point  ni 
variable  sur  D,  l'autre  joignant  le  point  /  au  [)oint 
de  rencontre  g  de  nio  et  de  la  perpendiculaire  élevée 
enn  à  mn. 

Les  deux  faisceaux  au  moyen  desquels  on  engendre 
ainsi  la  courbe  (c)  ne  sont  pas  homographiques, 
attendu  que,  si  à  une  droite  ne  ne  correspond  qu'une 
droite  ic,  en  revanche,  à  une  droite  ic  correspondent 
deux  droites  ne;  néanmoins  celte  courbe  est  une 
conique;  on  |)eut  le  voir  comme  suit  :  elle  passe  par 
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le  point  /?,  avec  lequel  le  point  c  coïncide  lorsque  le 
point  m  est  à  l'infini  sur  D,  et  ce  point  est  évidemiiietit 
simple  sur  la  courbe;  or,  ce  que  nous  venons  de  dire 
montre  que,  sur  chaque  droite  issue  de  /?,  il  n'existe, 
en  deliors  de  /?,  qu'un  seul  poini  c  du  lieu;  ce  lieu  est 
donc  bien  une  conique. 

Il  est  facile  d'en  obtenir  les  directions  asjmpto- 
tiques.  En  effet,  le  point  c  s'éloigne  à  linfini  lorsque  ^'t 
est  parallèle  à  mn;  mais,  en  ce  cas  :  i"  le  point  ^  est 
le  milieu  de  om  et,  par  suite,  se  trouve  sur  la  parallèle  o 
à  D,  à  mi-distance  du  point  o;  2"  l'angle  i/^n  est  droit 
et  le  point  _»  se  trouve  sur  le  cercle  v  décrit  sur  on 
comme  diamètre.  Les  droites  joignant  le  point  n  aux 
points  communs  à  la  droite  o  et  au  cercle  7  font  con- 
naître les  directions  asymptoliques  cherchées. 

Pour  qu'elles  soient  réelles  et,  conséquemment, 
pour  que  la  conique  (c)  (qui  a,  dans  tous  les  cas,  un 
axe  dirigé  suivant  on)  soit  une  hvperbole,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  droite  0  rencontre  en  des  points  réels  le 

cercle  *',  ce  qui  a  lieu  si  pn  est  inteneur  a  - — 

Lorsque  n  se  confond  avec  le  milieu  deyoo,  la 
conique  (c)  est  une  parabole.  Elle  est  une  ellipse 
lorsque  n  esl  [)lus  éloigné  âe  p  que  le  milieu  de  po. 

Dans  l'espace,  le  lien  des  centres  de  courbure  c  est 
à  l'intersection  du  cylindre  vertical  T  ayant  pour  base 
la  conique  (c)  sus-définie  avec  le  paraboloïdeque  nous 
avons  appelé  -q  au  n"  l2.  Ce  cylindre  et  ce  paraboloïde 
ayant  en  commun  la  verticale  du  pôle  n  de  la  géné- 
ratrice D,  le  reste  de  leur  intersection  est  une  cubique 
gaurJie ;  tel  est  donc  le  lieu  cherchi'. 

Remarquons  que,  si  nous  piMtiquons  dans  la  surface 
une  section  normale  par  la  tangente  en  m  à  la  section 
droite,    section    que.    pour    abréger    (nous    pourrions 
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appeler  une  section  normale  droite  Le  long  de  D),  le 
théorème  de  Meusnier  montre  que  le  centre  de  cour- 
bure de  cette  section  se  projette  également  en  c  sur  le 
plan  horizontal.  Le  lieu  de  ce  centre  de  courbure  est 
donc  à  l'intersection  du  même  cylindre  F  que  ci-dessus 
et  du  paraboloide  des  normales  le  long  de  D,  désigné 
par—,  au  n"  !2.  Ces  deux  quadriques  ayant  encore  eu 
commun  la  verticale  de  /i,  on  voit  que  ce  lieu  est 
également  constitué  par  une  cubique  gauche. 


[Pba]  [K23a] 


SLU  l\E  HOMOGKAPHIE  PARTICIUÈRE 
ET  S0\  4I»PUCAIT0\  A  LA  PERSPECTIVE; 

Par  m.   m.  dTJCAGXK. 


Cette  homograpliie  |.)eut  être  définie  comme  le  pro- 
duit d'une  homologie  par  une  rotation  dangle  quel- 
conque autour  du  pôle  de  celte  homologie. 

C'est  sur  sa  considération  qu'est  fondé  l'ingénieux 
procédé  de  mise  en  perspective  du  colonel  de  la 
Fresnaje.  auquel  est  consacrée  la  JNote2  àeV  Appendice 
de  notre  Cours  de  Géométrie  pure  et  appliquée  de 
V Ecole  Polytechnique  (t.  f,  p.  349). 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  faire  connaître  une 
démonstration  extrêmement  simplifiée  d'une  des  pro- 
priétés fondamentales  de  cette  homographie. 

iiappelons  dabord  sa  définition  précise:  soit  [M,]  la 
figure  homologi(|ue  de  [.M]  pour  le  pôle  O,  et  l'axe  LL 
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d'Iiomologie,   et  soit  [M']  ce  que  rlevieul  [JMi]  après 
une  l'otalion  d'angle  a  quelconque  (rétrograde  sur  la 
figure  ci-jointe)  autour  du  pôle  0|. 

Le  théorème  de  M.  de  la  Fesnaje  consiste  en  ce 
que,  si  DD  est  la  droite  double  de  V homographie  qui 
fait  correspondre  [M']  c>  [^I]'  '?^  *■'  cette  droite  est 
coupée  parla  droiteMW  au  point  M",  Van^^le  MOM" 
est  constant. 

Soit  p  la  grandeur  de  cet  angle  constant.  Si  cette 
grandeur  est  connue,  ainsi  que  la  droite  DD, 
on  voit  comment  on  pourra  construire  le  point  M 
répondant  à  un  point  M'  donné.  Faisant  pivoter  autour 
du  point  O  le  faisceau  invariable  que  forment,  avec 
une  droite  A,  deux  autres  droites  A'  et  A"  respecti- 
vement inclinées  sur  la  première  des  angles  a  et  [^^  ,  on 


amène  la  droite  A'  à  passer  pas  le  point  M';  la 
droite  A"  coupe  alors  DD  en  un  point  M';  par  M' et  M" 
on  fait  passer  le  bord  d'une  règle  qui  rencontre  la 
droite  A  au  point  M  cherché.  Moyennant  l'usage  de  ce 
faisceau  et  de  cette  règle,  on  peut  donc  marquer  sur  le 
plan  la  position  du  point  M  sans  avoir  à  tiacer  aucune 
ligne  de  construction.  Or,  si  \Aj  est  la  ligne  de  terre, 
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3  le  point  principal  de  fuile,  O  le  point  situé  sur  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  sur  LL,  à  une  distance  aO 
de  ce  point  égale  à  la  dislance  principale,  [M]  est  la 
perspective  de  la  figure  géoniétpale  rabattue  de  front 
autour  de  LL  en  [M|]  et  identique  à  [M].  Il 
suffit  donc  de  fixer  cette  figure  géométrale  (au  besoin 
dessinée  sur  un  transparent)  dans  la  position  []VF]pour 
obtenir  la  perspective  [M]5rt/i5  lignes  de  construction. 
Tel  est  l'ingénieux  procédé  imaginé  pour  la  mise  en 
perspective  du  géomélral  parle  colonel  de  la  Fresnave 
et  qu'il  a  complété,  en  ce  f|ui  concerne  la  mise  en 
hauteur,  par  la  remarque  bien  simple  que  voici  :  si  z- 
est  la  hauteur  d'un  point  à  mettre  en  perspective 
sur  la  verticale  du  point  M,  lorsqu'on  fait  tourner 
le  faisceau  mobile  autour  de  O  de  façon  que  la  dis- 
tance du  point  M'  à  A'  devienne  égale  à  z-^  la  dis- 
tance du  point  M  à  la  nouvelle  position  de  A  est 
égale  à  la  hauteur  mise  en  perspective  au-dessus 
de  M. 

La  démonstration  de  la  constance  de  l'anirle  MOM' 
et  la  détermination  de  la  valeur  de  cet  angle  sont 
données,  à  l'endroit  cité,  sous  une  forme  très  simple 
que  nous  allons  rappeler  ici  en  quelques  mots  pour 
que  le  lecteur  n'ait  pas  à  s'y  reporter  : 

En  premier  lieu,  l'angle  des  rayons  OM  et  OM' 
étant  constant  (égal  à  a),  ces  rayons  engendrent  deux 
faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  sont 
les  droites  isotropes  issues  de  O.  Les  droites  doubles 
de  l'homographie  qui  fait  correspondre  [M]  à  [M'] 
sont  donc,  outre  la  droite  réelle  DD^  ces  deux  droites 
isotropes.  11  en  résulte,  si  la  droite  MM'  rencontre  une 
de  ces  droites  isotropes  en  K.  que  le  rapport  anharmo- 
nique  (MM'M"K)  est  constant,  donc  aussi  celui  du 
faisceau  O  (M^J'M"K.),  et  comme  les  angles  que  font 
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entie  eux    trois   de    ces  ra\ons,    OiM,    OM'    et    OK, 
sont  constants,  il  en  est  de  même  de  l'angle  que  fait  le 
quatrième  OM"  avec  l'un  quelconque  d'entre  eux. 

Pour  obtenir  la  grandeur  de  l'angle  |i,  il  suffit  de 
construire  un  point  M"  au  moyen  de  deux  couples  de 
points  AI  et  Al'  pris  sur  les  mêmes  positions  de  A  et  A'. 
Faisons  coïncider  A  avec  OA  et  prenons  sur  cette  droite 
les  points  A  et  a  situés  à  sa  rencontre  avec  LL  et  H  H, 
droite  conjuguée  de  la  droile  à  l'infini  de  [AIi]  (ligne 
d'horizon  dans  le  cas  de  la  perspective).  Le  point  A, 
coïncidant  alors  avec  A,  le  point  A' s'obtient  en  faisant 
tourner  OA  de  l'angle  a  autour  de  O,  et  le  point  's, 
étant  à  l'infini  sur  OA,  es' est  à  l'infini  sur  OA',  ce  qui 
montre  que  le  point  A'  s'obtient  en  faisant  tourner  aA 
de  l'angle  a  (pris  avec  son  sens)  autour  de  co  ;  joignant 
ensuite  OA",  on  a,  en  AOA",  la  grandeur  de  l'angle  [i 
cherché. 

Reste  à  déterminer  la  droite  double  DD  qui  se 
confond  avec  A"M".  Elle  n'est  autre  que  la  perpendi- 
culaire élevée  en  A"  à  OA".  C'est  celle  dernière  pro- 
priété qui  se  trouve  assez  laborieusement  établie  à 
l'endroit  cité  etqui,  comme  nous  allons  le  faire  voir  ici, 
peut  s'obtenir  très  simplement. 

Si  nous  considérons  le  point  de  rencontre  I  de  OAI 
el  de  H  H,  son  correspondant  1,  est  à  l'infini  sur  OM  ; 
donc  r  est  à  l'infini  sur  OAI'  et  la  droite  II',  qui  passe 
par  M",  est  parallèle  à  OAl'.  11  en  résulte  que  le 
triangle  OIM"  est  de  similitude  constante  et.  par  suite, 
que  le  rayon  vecteur  01  fait  avec  le  lieu  de  I,  qui  est 
la  droite  HH,  le  même  angle  que  OM"  avec  le  lieu 
de  M",  qui  est  la  droite  DD.  Lorsque  le  point  I  vient 
en  (p,  le  point  M"  vient  en  A";  donc,  de  même  que  la 
droite  HH  est  perpendiculaire  à  Oci  en  es,  la  droite  DD 
est  perpendiculaire  à  OA'   en  A".  c.  o.  f.  r). 
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[N*lf] 
SUR  Wm  CLASSE  DE  COLRBES  PLWES  KEMAItQlABLËS; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


(I) 


Les  courbes  Y  dont  léqnation  latrliis«'<}ueii  la  forme 


"J  \/(^r-' 


s  el  0  désij^iiant  Tare  et  le  rayon  de  courbure,  oiu- 
prennent  comme  cas  particuliers  plusieurs  ramilles  de 
courbes  remarquables.  Lorsque 

_^^  /i  -h  I 

l'équation  (i)  représente   une  courbe  de  Ribaucour 

d'indice    n.  La  courlie  F   est  une   spirale   sinusoïde 

d'indice  ti  si  l'on  a 

n  _       "  "^  ' 

~~  Il  -^  \  n  —  1 

Quand  Av  =  i,  on  déduit  de  (  ij   une  équation  de  la 
torme 

et  les  courbes  F  sont  donc  alors  les  cycioidales. 
Pour  Av=r-j  l'équation  (i)  représente  une  dévelop- 
pante à  point  triple  d'une  cycloïdale.  Si  v  =  i,  la 
courbe  F  esr  Vantiradiale  d' une  spirale  sinusoïde 
d'indice   A;    sa    courbe    de    Mannheim   est   alors   une 
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courbe  de  Ribaucour  d'indice  2  A —  i.  Enfin,  si  l'on  a 


X=^i. 


r<''([iuui(>n  (1)  s'écrit 

{■D  S  =    


do 


"4-1 

a. 


les  courbes  représentées  par  cette  équation  sont  telles 
que  leurs  cercles  oscillateurs  dilatés  dans  un  rapport 
constant,  par  rapport  à  leurs  points  de  contact,  aient 
une  tangente  commune. 

D'une     manière    générale,     la    développée    de     la 
courbe  (1)  a  pour  équation  intrinsèque 


(3) 


cette  équation  caractérise  les  courbes  auxquelles 
M.  Haton  de  la  Goupillière  a  donné  le  nom  de  courbes 
barocentriques  {*)  et  qui  sont  telles  que  l'abscisse  en 
un  point  soit  pz'oportionnelle  à  une  puissance  de 
l'arc. 

Ceci  posé,  nous  allons  démonti-er  plusieurs  théo- 
rèmes généraux  relatifs  aux  courbes  F;  quelques-unes 
de  ces  propositions  comprennent  comme  cas  spéciaux 
un  grand  nombre  de  propriétés  particulières  connues 
des  différentes  familles  de  courbes  que  nous  venons 
d'énumérer. 

1.    Définition  géométrique  des  courbes  T.  ■ —   En 

(')  Recherches  sur  les  centres  de  gravité  {Journal  de  l'École 
Polytechnique,  1870). 
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vertu  d'une  propriété  générale  des  courbes  de  Gesàro, 
la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  d'une  courbe  de 
Ribaucour  sur  la  directrice  divise  le  rajon  de  courbure 
correspondant  de  la  développée  dans  un  rapport  cons- 
tant. Cette  propriété  conduit  à  considérer  le  problème 
suivant  : 

La  normale  au  point  M  d'une  courbe  fait  avec 
une  droite  fixe  un  angle  cd;  déterminer  les  courbes 
telles  que  la  droite  menée  par  M  et  faisant  avec  la 
normale  un  angle  "k's»  divise  le  rayon  de  courbure 
de  la  développée  dans  un  rapoort  constant. 

Soient  C  et  G,  les  deux  premiers  centres  de  cour- 
bure de  la  courbe  correspondant  au  point  M;  prenons 
comme  axes  mobiles  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la 
normale  au  point  G  de  la  développée,  la  direction  posi- 
tive de  l'axe  des  x  ayant  le  sens  de  xMC,  celle  de  l'axe 
des  y  ayant  le  sens  de  GG|.  Désignons  par  p^  et  5,  le 
rayon  de  courbure  et  l'arc  de  la  développée,  l'origine 
des  arcs  étant  telle  que  le  point  M  ait  pour  coor- 
données  ( — Si,  o).   La  condition    imposée  se   traduit 

par  la  relation 

ds  I 
Si  tangAcs  =  vpi  =  —  't—j—' 
'  ai) 

On  en  déduit  en  intégrant 

cos)/^  =  bs'^' . 

Si  l'on  dérive  par  rapport  à  5, ,  en  tenant  encore  compte 

111-  I  do 

de  la  relation =  -—i  on  a 

?i         asi 

si n  Àcp  =:  V  6  p ,  5i'>''-' . 

En   éliminant   o    et    en    posant    b  =  a~^'%    on    trouve 
l'équation 
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identique  k  (3);  par  conséquent,  les  courbes  cherchées 
sont  les  courbes  T. 

Quand  on  suppose  A  =  d=  i ,  on  retrouve  la  propriété 
des  courbes  de  Ribaucour,  rappelée  ci-dessus. 

Dans  le  cas  particulier  d'une  spirale  sinusoïde  d'in- 
dice «,  la  droite  menée  par  M  et  divisant  le  rajon  de 
courbure  de  la  développée  dans  le  rapport  de  — [n-^i) 
k  2}i  est  le  rayon  vecteur  du  point  M,  et  la  propriété 
générale  des  courbes  T  que  nous  venons  d'obtenir 
donne  celte  propriété  bien  connue  ; 

Lorsque  le  rayon  vecteur  tourne  u/iijor/nement 
autour  du  pôle ^  la  tangente  tourne  uniformément 
autour  du  point  de  contact. 

La  signification  des  paramètres  )v,  v  ressort  des  con- 
sidérations qui  précèdent;  il  est  utile  d'observer  qu'une 
courbe  F  caractérisée  parles  paramètres  A,  v  peut  aussi 
être  considérée  comme  correspondant  aux  paramètres 
—  A,  —V. 

!2.  Causticoïdes  d'indices  ±  a  des  courbes  Y.  — 
Soit  A  la  droite  fixe  considérée  dans  la  définition  des 
courbes  F,  et  proposons-nous  de  déterminer  les  causti- 
coïdes d'indices  ±;  A  produites  par  des  rayons  paral- 
lèles à  A,  c'est-à-dire  les  enveloppes  des  droites  qui 
font  avec  la  normale  MC  les  angles  zjz'K'c  En  vertu 
d'une  remarque  qui  précède,  il  suffit  de  cbercher,  par 
exemple,  l'enveloppe  de  la  droite  qlii  fait  avec  ^IC 
l'angle  Xa  ;  l'autre  enveloppe  se  déduit  du  n'sultat 
obtenu  en  considérant  la  courbe  comme  étant  définie 
par  les  paramètres  — )>,  — v.  La  droite  considérée  a 
pour  équation 

f(x,  y,  s,)  =  ^  —  {x  ^  Sx)  tangXcp  =  o; 
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les  coordonnées  du  point  où  elle  touche  son  enveloppe 
s'obtiennent  eu  résolvant  le   système   formé   par  cette 
équation  el 


,  '->!'  à.f  '<I 


on  trouve 


5i  cos-Ào  5|  «in  Aï  ros  A» 

X  =  : — •-  —  A|,       ■    y  =  '-^ '-' 


On  déduit  de  là,  d'après  les  formules  de  Cesàro, 


or         oos  A'j> 

^,    "     l-A 
OC  ^itiX'j 

f/s,  I  —  X 


(ïl  —  I)  .Ç|  si  11  À 


1 


■'À  —  i).v,  sin /.-^"l 


Si  l'on  désigne  par  s'  et  o   lare  et^  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  causticoïde,  on  a  donc 


J.S,  1 


I     r     -        (  ■>//,  —  i)-'''i  >ii)  A'-^ 

.     I  COSA'^  — - 


L-  l,<tii 


I  —  /. 

I  -^  (■  -2  À  —  II- 


hz^s'-'. 


bn  supposant 


«^t  en  posant 


1  -T-  (  ■).  /.—ri/       r-:^ 

"   (  I  —  "/.  )  (  >,v  —  I  )  ' 


on    trouve,    pour   I  équation  inliinsèque  de   la   causti 
coïde  d'indice  A. 


,_  Tav    :  ■  \)s   t        la' 

'"    ~     V(l  —   Aj     \  ',0/ 


cette  équation  repiésente  une   courbe  barocentrique, 

\nn.  dr  Madicinal.,  \'  st-iie.  I.  MX.  (M;ii>  ti)I!)-)  ^ 


ilé\  eloppce  de  la  courbe  V  d  equaUou 

,  .  -  V (  I  —  X)         .  dp 

(  3  )  S  ~    -. 


/ 


.'    \     (})    ''■'" 


On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  caiisticoïdcs  d'indices  zL  A  des  courbes  F  sonl 
des  coiirhes  J>aroceiihiiiues. 

Par  exemple,  |>oiir  une   coiii'he   de   Rlbauconr  d'in- 
dice /i,  on  a 

/*  --  I 
/(  —  I 

et  léqual  lou  (  .'>  )  >"<•(  iiL 


.V   =    ( 


Les  caustiques  jxir  i  ('flexion  des  courbes  de 
Ilibaucour,  pour  des  rdvons  incidents  perpendicu- 
laires à  ht  directrice^  sont  les  déceloppees  des 
courbes  telles  que  leurs  cercles  osculateurs  dilaU's 
dans  un  rapport  constant,  par  rapport  à  leurs 
points  de  contact^  aient  une  tangente  commune  ('). 

Si  la  seconde  condition  ( 'î  )  n'est  pas  remplie,  la 
couri)e  r  est  une  spirale  sinusoïde  d'indice  n  définie 
par  les  paramètres 


lune  des   cau^ticoïdes  se    réduit  au    pcdc.   I  autre   est, 
d'après    l'équation    i  V).    la    di'velop|iée    d'une    spirale 


(')   Celle   proposition    ne   dilVère    pas   essciilieileiiitnt    d'un  llico- 
lèmc  connu  di'i  à  Ccsàro  {Cf.  J;  i). 


(  9i)  ) 

sinusoïde  d'indice   •   Ce  résultai  est   identique  à 

n  -t-  i  ^ 

cette  proposition  connue  : 

La  podaire  d  une  spirale  sinusoïde  d'indice   n 
par  rapport  au  pôle  est  une  spirale  sinusoïde  d^in- 

dice 

n  -T-  I 

(^)uand    r    esl    un    ceicle,    l'cqualida    (5)    prend    la 
(orme 


pur  conséquenl,  toutes  les  caustivoïdes  du  cercle 
sont  des  cjcloïdales  (  '  ). 

Si  r  esl  une  cycloïdalc,  on  trouve  comme  causli- 
coïdes  des  cycloïdales. 

Enfin,  lorsque  Y  est  une  des  courhes   (2),  la  causti- 

coïde  d" indice  y<  =  -  est  une  courbe  de  Hihaucour. 

Jj;»tis  le  cas  où  Av  =^ —  1 ,  «m  trouve  de  uièiiie,  comuic 
('(piation  des  causticoïdes, 


±  \ 


\ 


Par  cxeuiple.  quand  1"  esl  la  syntracirice 


'Jvn 


la  causlicoïdc  d'iudice pour  des   rayons  Incidenls 

parallèles  à  l'axe  de  sviuélrie  (•>(    une   iractrice;   cette 

(')  LoRiA-ScHÙTTK.  Sppziellc  ebeiic  hur\cn,  l.   II,  p.  3ii. 


(     lOO     ) 

proposition  résulte  d'ailleurs  iiuniédialcment  des  pro- 
priétés connues  de  la  svntraclrice. 

3.    Courbes    dircclrires    des  courbes    V.  Clier- 

chons  maintenant  les  développées  intermédiaires  d'in- 
dices ziz  -  de  la  courbe  l\  c'est-à-dii-e  les  lieux  (iN) 
et  (JN')  des  points  N  et  i\'  tels  que 

iT\  :  nTi  =  7,       cv  :  vaI  =  —  v. 

Le  point  IN  a  pour  coordonnées 


et   l'on  a 


ds,        •/  -  I  ^.«1  (■/-+-  I  )p 


col  '  ' 


/l 


Li  tangente  à  (^Sj  en  i\  est  donc  perpendiculaire  à 
la  tlroite  uienée  par  ■NI  et  taisant  l'angle  X'^  avec  la  noj'- 
luale  MG  ;  quand  Y  est  une  courbe  de  Ritwucour,  cor- 
respondant à  )>  r=  1 ,  le  lieu  de  ^  est  donc  une  droite, 
et  l'on  retrouve  la  directrice.  Par  analogie  avec  ce  cas, 
nous  ilesigneions  sous  le  noui  de  courbes  directrices 
des  courbes  r  les  développées  intermédiaii-es  (jN)  et(N') 
considérées. 

Si  s'  et  p"  désignent  1  arc  et  le  rayon  de  courbure  du 
lieu  de  IS,  on  a 


ds' 

■v',    '■' 

ds  1          (  V  -T 

-  r  1  siii  À'^           1  ■/  -h  1  )  A  >| 

(  V   - 

1  —  A   ds^ 

,s  1  z^  [  />  (  V  -(-  I  M  1    -    'f.  ' 

(  "'I  ) 

et  I  on  (Il  (I('mIuiI.  |)()iir  rt'qu.ilioii  cliorrli»'e. 

VM  —  A  I  />  il'J' 


-\fs 

■l  >  V 

OÙ  1  un  II 

jJ((M' 

/..^    " 

>.v 

(  V  -■-  I  I  <  I    —  /.  ) 

Ij'éqiiatiou    de    la    (Jt-velijppt'-e     iiileriii«'-iii;ure     il  lu- 

I-  I     .  .      .     , 

(lice  —  -  s  rcrit  de  même 

<i  \  —  À  I        /-•    .  ilrJ' 


t.  I  s 


f 


I  —  /•/ 


\     '7 

Les  développées  intennédiai)es  d'indices  zzi  -  des 
courbes  \  snnl  aussi  des  courbes  V. 

Dans  le  cas  d'une  cycloïdale.  les  développées  inter- 
médiaires (N)  et  (JN')  se  confondent  avec  le  cercle 
directeur.  Les  courbes  directrices  des  développantes  à 
points  triples  des  cvcloïdales  sont  des  cycloïdales.  L'une 
des  courbes  directrices  d'une  spirale  sinusoïde  d'in- 
dice 71  est  une  spirale  sinusoïde  d'indice L'une 

^  I  —  n 

des  courbes  directrices  d'une  courbe  de  PLibaucour  est 
la  directrice  rectiligne;  l'équation  de  la  seconde  courbe 
directrice  s'obtient  en  faisant  dans  (6) 

n  —  I 
n      -  I 

On  trouve  ainsi  l'équatiiju 

/'  -*-  I  •  dz,' 


I 


\ 


analogue  à  (■a).  On  a  donc  ce  tb<''orème  : 

Les  lieux  des  conjui;tiés  harmoniques  des  poijils 


(    'ûa   ) 

où  les  normales  des  rouibes  de  liilxiucoKr  leiicon- 
Iretii  la  diieclvire  recùliiiiie .  par  rapport  aux 
e.cLréinilés  des  ra]o/is  de  courbure  correspondait Is, 
sont  les  courbes  telles  que  leurs  cercles  osculateurs 
dilatés  dans  u/i  rapport  constant,  par  rapport  à 
leurs  points  de  cont<(ct,  aient  une  tangente  com- 
mune. 

4.  Cercles  osculateurs  dilatés.  —  Considérons  le 
cercle  de  centre  i^  et  de  rayon  NM;  le  point  M'  où  ce 
cercle  touche  la  seconde  branche  de  son  enveloppe  est 
le  symétrique  de  M  par  rapport  à  la  tanj^ente  «  (N  j  en  IS 
et  appartient,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  à  la  droite 
menée  par  M  et  faisant  avec  MC  l'angle  ).cp.  Soient  T 
et  C  les  points  où  MM'  et  JNM'  touchent  leurs  enve- 
loppes ;  les  points  G,  T,  C  sont  collinéaires  ('),  D'autre 
part,  il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  NM' enveloppe  la 
causticoïde  d'indice  k '.  (X — i)  de  la  courbe  (IN)  :  on 
déduit  de  là,  au  moyen  du  résultat  établi  au  para- 
graphe 2,  que  cette  droite  reste  normale  à  une  courbe  F 
d'équation 


(7)  .V  =  V(-2 

Gomme  on  a  en  outre 
MT 


do 


MM'         ^.vd  — A 
et,  par  suite. 

Ne  I 


NM'  v(2A-i) 

on  voit  que  la  seconde  branche  F'  de  l'enveloppe,  lieu 

C)  Aoiivetlex  Annales,  igiô,  p. /(SS;   1916.  p.  '>. 


(Je  M',  est  la  courbe  (")  et  que  la  rourbe  directrice  ('.Nj 
de  r  est  aussi  une  courbe  direclnce  de  1''.  Ou  a  uu 
résultat  analogue  eu  coiisidéraut  la  courbe  I'  couiuk; 
('■tant  défiuie  par  les  paramèlres  — A.  — v,  et  lOu  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'on  dildlc  les  rciilcs  nsculnlcitis  d'une 
rourbe  V  par  rapport  à  leurs  poi/ils  de  r<jiita(:t  dans 
le  rapport  constant  v  ;  (v  dz  i),  Le  lieu  des  centres  et 
l'enveloppe  des  cercles  obtenus  sont  des  courbes  \\ 
et  la  corde  de  contact  de  ces  cercles  mec  leur  enve- 
loppe reste  normale  à.  une  courbe  V . 

Les  trois  tiernières  courbes  1"  correspondent  respec- 
ti\einent  à  ces  valeurs  des  paramètres 

À                  v(Xzrn  À  . 

V    —  ;^ 1  —  ■ : — >      V  (  7.  A  qz  I  »  ; 

\         >.  :^  I                 I    -  /.v  ■>.  1.^1  \ 

(Si'" 


/ 


'/[  I.  :^\  ) 


Cesàru  a   démontre  i  '  i  que,  si  l'on    dilate   dans  le 

rapport       {//   —  i»     b's      rerries     osvulateurs     d'une 

courbe  (ij^par  rapport  à  leurs  /xu/ils  de  contact .  les 
cercles  obtenus  sont  tangents  à  une  droite^  et  leurs 
centres  appartiennent  à    uni'  courbe  de  Hibaucour 

...     , .         ■>  n 

(I  mat  ce  . 

//  —  I 

dette  proposition  est  un  cas  p.irtieulier  du  théorème 

que  nous  venons  d'obtenir:    il   suffit  de   faire,  dans  le> 

expressions  (<^^. 


et  de  prendre  dans  ces  expressions  les  signes  inférieurs 


(')  IVatùrliclie  Grometrie.  p.  lij. 


(    'oi    ) 
là  où  tii;ui'eiit  les  (.luiibles  si|;ii(!S.  Eu  oulr-e,  la  dei'.iièn; 
partie  du  théorème  général  permet  d'ajouter  à  la  pro- 
position de  Gesàro  la  propriété  suivante  : 

Im  corde  de  contact  du  cercle  dilaté  avec  son 
enveloppe  rente  normale  à  une  courbe  de  Ri.baucour 

cV indice  -  in  —  i  ). 

•1  ' 

Par  exemple,  si  «=  ->    la   courbe  (2;  est   une  né- 

phroïde  de  Proctor ;   le  lieu  des  centres  des  cercles 

osculateurs  contractés  dans  le  rapport  -  est  le  cercle 

directeur,  et  les  cercles  considérés  touchent  un  dia- 
mètre du  cercle  directeur;  les  cordes  de  contact  de  ces 
cercles   avec    leur    enveloppe     sont    normales    à    une 

courbe  de  Ribaucour  d'indice  —  r?  >  elles  enveloppent 
donc  une  astroïde  régulière. 

o.  J^es  courbes  Y  comme  roulettes.  —  M.  Braude  a 
démontré  ('  )  qu'on  peut  faire  rouler,  sur  la  développée 
intermédiaire  d'indice  a  d'une  courbe  (G)  d'équation 
intrinsèque  y  (.V,  0  )  r=  o,  la  radiale  de  la  courbe 


(9) 


/[^f/..(.^..,]  = 


de  manière  que  la  roulette  du  pôle  de  la  radiale  soit  la 
courhe  (C);  on  peut  de  même  faire  rouler,  sur  la  déve- 
loppée intermédiaire,  la  courbe  de  Mannheim  de  (9) 
de  manière  que  la  base  de  cette  courbe  de  Mannheim 
enveloppe  la  courbe  ((]). 

Par  conséquent,  on   peut   faire  rouler  sur  la  courbe 


(  ')  Lex  coordonnées  intrinsèques  [Scientia  {Ptiys.-Malh.,  ii"3'i) 
p.  93]. 


(    'o5  ) 
(lireclrice  fN  )  d  une  cctiii'he    T   la   nidialf  de  la  courbe 

(lO)  5=         /    '-        ^  '''  =^  (/.-.-^^), 

de  façon  que  le  pôle  décrive  la  courlie  l\  ou  faire  rouler 
sur  (N)  la  courbe  de  Miunlieiuî  de  (  lo),  de  laçon  que 
la  base  enveloppe  I".  Or  la  radiale  de  (lo)  est  une  spi- 
rale sinusoïde  d'indice  Àv,  sa  courbe  de  Mannheiui  est 
une  courbe  de  Rlbaucour  d'indice  2  Av  —  1  ;  on  a  donc 
ce  théorèjne  : 

On  peut  faire  rouler  sur  chacune  des  courbes 
directrices  d'une  courbe  F,  définie  par  les  para- 
mètres )>,  V,  une  spirale  sinusoïde  d'indice  >.v  et  une 
courbe  de  Hibaucour  d'' indice  .ù,-/ — -i  de  manière 
que  le  lieu  du  pôle  de  la  spirale  sinusoïde  et  V enve- 
loppe de  la  directrice  de  la  courbe  de  Bibaucour 
soient  la  courbe  V . 

Celle  proposilion  généralise  plusieurs  propriétés 
connues.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  F  soit  une 
courbe  de  Ribaucour  et  qu'on  prenne  comme  courbe 
directrice  sa  directrice  rectiligne,  on  retrouve  ce  théo- 
l'ème  de  Bonnet  : 

Quand  une  spirale  sinusoïde  d'indice  n  roule  sur 
une  droite^  son  pôle  décrit  une  courbe  de  Ribaucour 

d  'indice  (  n  —  \  )  '.  m  -\-  \). 

L»  seconde  partie  du  théorème  général  donne  ensuite 
celle  proposition  : 

Quand  une  courbe  de  Ribaucour  d^ indice  n  roule 
sur  une  droite^  sa  directrice  enveloppe  une  courbe 
de  Hibaucour  d'indice  (n  —  i)  I  (  //    -   >). 


(  l«><>  ) 

Ou  oblieiiL  de  même,  cti  consldéiaiil  comme  courbe  l' 
imc  spiralf  siuiisoïiie,  le  llH''()rèmc  siiivanl  : 

On  pont J (lire  une  couilir  de  llihtnuonr  d  indice 
•>.  n  —  I  sur  une  spirale  sirufso/'de  d'indice  n.  de 
Jdçon  qiw  la  dij-erliire  de  la  coarhe  de  liihaucunr 
enveloppe  une  spirale  sinusoïde  d'indice  n  '.  (n  -f-  i). 

Si  l'on  suppose  Av  =  i,  on  reti'.)ii\e  celte  di'tinllioa 
bien  connue  des  cvcbjïdales  : 

Lorsqa  un  cercle  rmile  sur  un  cercle,  l'e/Heloppe 
d\(.n  diamètre  du  cercle  /nol/ile  es/  une  cycloïdale. 

En  considérani  le  cas  où  Av  =  -»  on  voit  qu'o/J  peut 
faire  rouler  une  cardio't'de  sur  une  cycloïdale  de 
manière  que  le  point  de  rebrousseme/if  se  déplace 
parallèlement  à  une  cycloïdale,  ou  faire  roulei-  une 
cycloïde  sur  une  cycloïdale  de  manière  cjuune 
parallèle  à  la  hase  enveloppe  une  autre  cycloïdale. 

6.  Courbes  de  Cesàro  osculant  les  courbes  V.  — 
Dans  ce  qui  suit,  nous  prenons  comme  axes  mobiles 
des  X  et  des  y  la  tangente  et  la  normale  au  point 
sariable  M  de  la  courbe  F;  et  nous  désii;nons  par  o^ 
et  03  les  troisième  el  qu:itrième  ravons  de  courbure 
correspondant  au  point  \1  de  V .  On  cb-duil  lacilemeui 
de  l'équation  (1  ),  par  deu\  déi-ivations,  la  relation  (  '  ) 

(11)  —  p2-f- (  Av  —  i)pj -(- pp.!  =  (I. 

(')  Celle  relalioD  donne  lieu  à  une  conslruclioii  simple  du  Irui- 
sième  centre  de  courbure  correspondynl  au  poinl  M  de  r,  quand  on 
connaît  C  et  C,  {voir  Cksaro,  Naturliclie  Géométrie,  p.  77). 

En  dérivant  encore  par  rapport  à  s,  on  obtient  la  relation 

on  peut  en  liédnire  une  construction  simple  du  i[uatrièuie  centre  de 


D'autre    part,    iruae    manière    générale,   si    l*    et    H 
tif'siiiiieni  les  lavariaiils 

I'    =    I  /<  — •  I   )'•  y-     -    KfK   II   -f-  I  )  O'f  (  /i' —  I  '/?:?, 

,,         n  I  /i  —  II-'  .  •>        /     o 

1 1  —   :-  —  (•'-/}■--!-/<  —  I  I  0 j  —in I )  ' ?i 

n  —  I       ' 

des  courbes  de  Rlbaucour  et  des  spirales  sinusoïdes 
d'indice  n.  le  cercle  directeur  de  la  courbe  de  Gesàro 
d'indice /i  qui  oscule  une  courbe  en  un  point  où  les 
lr.)is  premiers  rayons  de  courbure  sont  o,  pi,  Oj,  a  poui' 
centre  le  point  O  de  coordonnées 

^         in-—  1)0-0 1                         (  n  —  \)-a'^ 
('2)  ;,--  ,,  >  -',1=  n ' 


ce  cercle  a  p-)ur  rayon 


et  pour  équation  (  '  ) 

(  i.{)      ,ï--  -r-  y- c2[(/i  4-  i;p,  j:-  -h  (/(  —  i  ip  »J 


n  H-  I 


P 

Si  l'on  pose  dans  l'expression  de  V 


(  n  —  \)'^o'*  —  o. 


n    =    :; 


;,^^Xv[av-,,p^^pp,];; 


(  Av  -i-  1  I- 

par  conséquent,  si  la  relation  (i  i)  est  vérifiée,  la  valeur 

courbure  correspondaiil  à  :\t  quand  on  a  délerminc  les  trois  pre- 
iiiieis  cenires  de  courbure  [ coir  nolrt  Noie  Sur  les  troisième  et 
quatrième  centres  de  courbure  des  courbes  île  Cesàro  {\ouvelles 
Annales,  1919  ). 

(')  CESvRO-KowAi.KwsKr.  .\atiirtiche  Geonwtrie,  p.  77. 


(  '"^  ) 

tie  P  siicrit 

(  K'i  -H  I  I-    ' 

et  les  e-xpressions  (  i  >.  )  se  l'étlmsrai  à 


~  i-'  '  • 


Le  pôle  dr  la  rourhe  de  Cesàio  d'indice 

(  "/.'/      I  )  :  (  /,■/  +  I  ) 

qui  oscille  en  M  la  courbe  V  se  projette  sur  les  deux 
premiers  rayons  de  courbure  en  des  points  qui 
divisent  ces  rayons  de  courbure  dans  des  rapports 
constants. 

(  )n  [teiit  déduire  de  cette  propriétcî  une  coastructicui 
simple  du  centre  de  cnuihure  du  lieu  des  p<)les  des 
courbes  de  Cesàro  d'indice  ().v  —  i  i  I  (  Av  -h  i  )  osculant 
la  courbe  V.  Soit,  en  ell'et,  ()  le  point  où  MO  ren- 
contre CG|  ;  le  lieu  de  O  est,  d'après  les  expres- 
sions (i3),  une  développée  intermédiaire  de  la  déve- 
loppée de  r.  La  normale  au  lieu  de  Q  est  donc  connue 
quand  on  connaît  le  troisième  centre  de  courbure  de  V 
en  M.  D'autre  part,  la  tangente  en  O  au  lieu  de  ce 
point  est  la  droite  M(^,  et  le  point  O  divise  le  seg- 
ment MO  dans  un  rapport  constant;  la  construction 
chercbée  est  donc  ramenée  à   un  prolilème  connu  (  '  ). 

7.  \-iA  propriété  suivante  est  caractéristique  pour  les 
courbes  V  : 

Les  courbes  F  so/tt  les  courbes  telles  que  le  cercle 


(')   \'oir  Manxhi:im.  Principes  et  cIcKeloppenients  de  C('ométrie 
cimmatique.  p.  jo. 


('      KM)     ) 

directeur  de  la  courbe  de  Cesàrod' Indice  donné  qui 
oscule  la  courbe  en  un  point  soit  vu  de  ce  point  sous 
un  angle  constant . 

Propusuns-noiis,  en  ellet.  de  <l('-tentiiuer  les  coiiibo 
qui  jouissent  de  celle  propriété;  la  condition  du  pro- 
blème s'exprime  par  la  relation 

ou 

(    /<  -T-  I  I-  ;  y  —     '  //    —    I  I-  0-  —  'III  K  n   —  I  )■-  y- 

—  y.ill^\y>./t-^ll  — I  )Cf  —  7.(  /l  -~-  l  )  {/l-  ^  \  >  y'jo—  <>. 

on  (Micoi'e 

(  //  —  I  1  (  a  //        Il 


Xi  /<  -t-   I   I- 

7.(  n-  —  1  ' 

On    reconnaît    au   premier    membre    l'invariant    d  un» 
courbe  F.  En  identifiant  (i  i^  cl  i  i  i  K  on  trouve 


un  en  déduit  que,  dans  la  définition  dune  courbe  F  de 
paramètres  A,  v,  par  la  propriété  énoncée  ci-dessus,  il 
faut  considérer  les  courbes  de  Gesàro  osculanlcs  din- 
flice  (v-ri):('v — I)  ou  dindice  (v  —  i);(v-|-i). 
Quant  à  la  constante  a.  elle  a  pour  expression,  suivant 
(pie  l'on  considère  les  premières  de  ces  courbes  de 
Cesàro  ou  les  secondes. 


On  peut  démonlrei    de  la  même  manière    d  autre- 
propriétés    des    courbes    F;     si    l'on    reiuarque.    par 


(     MO    ) 

exemple,    que    la    puissance    de    Al     par    rapport    au 

cercle  (  ro)  est 

(  «  -^  I  )  I  /(  —  I  )-    , 

on  obtient  aisément  la  pro|)osition  suivante  : 

Le  carré  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d  une 
courbe  F  est  proportionnel  à  Ici  puissance  de  ce 
point  par  rapport  au  cercle  directeur  de  la  courbe 
de  Cesàro  d  indice  (Xv  —  i)  ;  ()vV  4-  i)  qui  oscule  la 
courbe  en  ce  point. 

8.  Courbes  de  Ribaucour  et  spirales  sinusoïdes 
osculant  les  courbes  Y.  —  D'après  un  lliéorème  de 
M.  Braude  C),  lenveloppe  des  directrices  des  courbes 
de  Ribaucour  d'indice  n  qui  osculent  une  courbe  est 
la  développée  intermédiaire  «l'indice  (i  —  n)  '.  (i  +  n) 
de  cette  courbe.  D'autre  part,  nous  avons  montré  (^) 
cpie  le  lieu  des  pôles  des  spirales  sinusoïdes  d'indice/; 
([ui  osculent  une  courbe  est  la  seconde  branche  de 
l'envekqipe  des  cei'cles  obtenus  en  dilatant  les  cercles 

osculateurs  de  la  c<iurl)e  dans  le  ra|)por-t  -(n  4-  i).  par 

rapport  à  leuis  points  de  ccuitact.  Les  théorèmes  trouvés 
aux  paragraphes  3  et  4  peuvent  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Les  enveloppes  des  directrices  des  courbes  de 
llibaucour  cVindices  fv  ::i:  i  )  :  (  v  ^  i  i  qui  oscu/e/it 
une  courbe  F,  définie  par  les  paramètres  X,  v,  sont 
des  courbes  F  de  paramètres 

—  À  :  (  X  qi  I  ),       —  v(  iiiz  À  j  :  (  I  —  Av  ) . 


('  )  Les  coordonnées  inlrinsèfjites.  p.  fii. 

(-')  Sur  les  spirales  sinusoïdes  osculantes  {Auuvelfes  Annotes, 
'9'!l)- 


(    1 1 1  ) 

Les  lieux  des  pôles  des  spirales  sinusoïdes  d'in- 
dices (v  ±:  I  j  :  (V  rp  i)  qui  osculenl  une  courbe  F  de 
paiarnèlres  À,  v  sont  des  courbes  F  de  paramètres 

—  À  :  {■}.).  rni),  V  :  Ci).  —  i). 

Ces  théorèmes  contiennent  loules  les  propositions 
particulières  rencoiilrces  par  Cesàro  dans  l'étude  des 
paralj:)les,  liyperboles  équilalères  et  spirales  sinusoïdes 
oscillantes  (  '  ). 

P.ir  exemple,  si  Ion  considère  la  parabole  comme 
courbe  de  Ribaucour  d'indice  —  2,  on  i^etrouve  que  les 
directrices  des  paraboles  osculant  une  hjpocycloïde  à 
lroi>  rebroussements  sont  tangentes  au  cei'cle  directeur, 
et  cpic  les  directrices  des  par.d)()les  qui  osculent  une 
li\  pcrbobM'fpiilalère  eaveloj>|)ent  une  s|:)irale  sinusoïde 

d  indice  —  — • 
> 

iJans  le  cas  des  cvcloidales,  ou  obtient  ccdc  [)i'o|)o- 

sil  ion  : 

Li;s  lieux  des  pides  îles  spiniles  sinusoïdes  d  in- 
dices — —  ou         -    uui   osculent   une  cycloïdale  de 
Il  II  -7- 1    ^  "^ 

module   n    sont  des  cycloïdales  de  modules    n -\~  1 
et  —  n. 

Luliti,  pijur  les  courbes  rcinarijuablcs  (2),  on  a  le 
lliéorcme  suivant  : 

Le  lieu  des  pôles  des  s jn raies  sinusoïdes  d  in- 
dice n  qui  oscille  ta,  courbe  (2)  est  une  droite. 


(  '  )  .\aliirliche  (Jeoinctiie.  p.  7S-S0. 


II'.  ) 


i:ORItESPOM)A\Cb\ 


M.  F.  Balitraud.  —  Au  sujet  des  foyers  rationnels 
des  courbes.  —  lùant  donnée  dans  un  |)lan  une 
courbe  (C),  si  l'on  prend  sa  polaire  réciproque  par 
rapport  à  un  cercle  de  centre  (a,  [i),  on  obtient  une 
courbe  (C|).  Les  points  cycli(|ues  du  plan  donnent  les 
droites  isotropes  issues  de  (a,  |'i);  les  tangentes  à  (C), 
issues  de  ces  points,  donnent  les  points  d'intersection 
de  ces  droites  isotropes  avec  (Ci):  les  foAers  de  (C) 
donnent  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  ces  points 
d'intersection. 

Comme  en  général  (C)  n'admet  pas  les  points  cy- 
cliques comme  points  multiples,  de  même  en  général 
(r,,)  n'admet  pas  les  droites  isotropes  issues  de  (a,  Jîi), 
(piel  que  soit  (a,  ^3),  comme  tangentes  multiples,  c'esl- 
à-tlire  ne  possède  pas  de  loyers  rationnels.  Il  semble 
donc  bien  qire  l'équation 

doit  être  envisagée  plutôt  comme  définissant  une  classe 
de  courbes  remarquables,  (jue  comme  fournissant 
l'extension  aux  courbes  de  degré  quelconque  de  la 
définition  donnée  par  .1.  Bret  pour  les  foyers  des 
coniques. 

Dans  le  cas  où  une  courbe  admet  un  foyer  rationnel, 
en  le  choisissant  pour-  origine,   son  étpration  prend  la 

forme 

(./•î  +  1  2  )./-(>',.i  )  =  oïf.r,  r): 

et  lou  \ort  (|ue  celte  courbe  est  la  transformée,  pai 
dualité,  d'une  courbe  de  direction  de  Lacuerrc. 


(   ii3  ) 

La  considéralion  des  droites,  qui  joignent  deux  à 
deux  les  points  d'interseclion  d'une  courbe  avec  les 
droites  isotropes  issues  d'un  point  de  son  plan,  remonte 
au  moins  à  Laguerre  [Bulletin  de  la  Société philoma- 
tliique^  i^*^;;  (M livres  complètes^  t.  !2,  p.  2-).  Il  les  a 
appelées  droites  conjointes. 

Dans  les  coniques,  les  lignes  conjointes,  envi- 
sagées d'abord  par  Terquem  et  Ghasles,  ont  permis  à 
M.  M.  d'Ocagne  (/V.  A.,  1896,  p.  353)  de  déduire  de 
leurs  propriétés,  au  moyen  d'une  transformation  par 
polaires  réciproques,  celles  des  foyers  de  ces  courbes. 

Dans  l'espace,  on  peut  de  même  envisager  les  cônes 
qui  passent  par  l'intersection  d'une  quadrique  et  d'un 
cône  isotrope  et  déduire  de  leurs  propriétés,  par  la 
même  transformation,  celles  des  foyers  et  des  focales 
des  surfaces  du  second  ordre.  Cette  déduction  a-t-elle 
été  faite  ? 

M.  M.  d'Ocagne.  —  A  propos  de  ciuelques  appli- 
cations géométriques  de  la  théorie  des  infiniment 
petits.  —  Il  s'agit  de  celles  envisagées  par  M.  M.  Weill 
dans  une  Note  récente  (tV.  A.^  iQi^i  P-  424)' 

La  formule  trouvée  par  cet  auteur  pour  résoudre  le 
problème  de  la  tangente  au  lieu  du  sommet  d'un  angle 
circonscrit  à  des  courbes  données  est  une  variante  de 
celle  donnée  pour  le  même  objet  par  M.  Bouvaist 
(TV.  A..  191 8.  i>.  164).  Il  est  d'ailleurs  bien  facile  de 
passer  de  l'une  à  l'autre. 

En  effet,  avec  les  notations  d-e  M.  Weill,  si  la 
tangente  au  lieu  (M)  du  sommet  de  l'angle  (voir  la 
figure,  loc.  cit..,  p.  4'^5)  coupe  la  corde  AB  des  contacts 
en  T,  la  formule  de  M.  Bouvaist  s'écrit 

AT  PB       A^î'*  R' 


PA  BT        g,j3    R 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIX.  (Mars  1919.) 


(ii4) 

Or.  Il  et  h'  étant  les  dislances  des  points  A  et  B  à  la 


tangente  MT,  on  a 

AT 

/; 

BT 

"  //' 

Ije  plus,  0  et  o'  clanl  les  distances  du  point  P  à  AM 
et  BtVJ,  on  a,  par  la  comparaison  des  aires  des  triangles 
MAP  et  MB  P. 

o.AM  _  PA 
o^ÏM  ~  PB" 

Les  deux  dernières  formules  écrites  perinellent  de 
transformer  immédialemenl  la  précédente  en 

BÂÎ'PB'        o7/'R' 


am'pa'       ^'■'''^' 


c'est  la  formule  de  M.  Weill. 

Quant  à  la  détermination  géométrique  des  maxima 
et  minima  de  certains  éléments  liés  à  un  segment  de 
droite  variable,  indiquée  par  M.  Weill  dans  la  seconde 
partie  de  sa  Note,  elle  rentre  dans  la  méthode  généiale 
que  nous  indiquons  dans  notre  Cours  de  Géométrie 
pure  et  appliquée  de  V Ecole  Polytechnique  (t.  J, 
p.  146)  après  en  avoir  fait  de  nombreuses  applications, 
notamment  dans  notre  Note  Sur  les  cordes  normales 
de  la  parabole  (iV.  /.,  1896,  p.  2-4)  où  l'on  trouvera 
(p.  "278)  le  théorème  sur  les  courbes  quelconques  (|ui 
termine  la  Note  de  M.  Weill  (^loc.  cit.^  p.  429). 

M.  R.  Bouvaist.  —  A  u  sujet  de  la  question  proposée 
n"  2374-  (M.  d'Ocagne).  —  Je  signale  la  consiruclion 
suivante  qui  généralise  la  question  proposée  : 

Soient  O  un  point  d'une  courbe  (M)  orientée,  M  un 
point  de  cette  courbe,  G  le  centre  de  graviié  de  l'arc 


(  i'5  ) 

OM,  lorsque  M  se  déplace  sur  (M),  G  décrit  une  courbe 
(G),  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°   La  tangente  à  (G)  en  G  est  la  droite  GM. 

2"  Le  plan  osculaleur  en  G  à  (G)  contient  la  tangente 
en  M  à  (M). 

3°  Si  Ton  mène  par  G  un  vecteur  parallèle  à  la 
tangente  en  M  à  (M)  et  si  l'on  prend  sur  ce  vecteur  un 

—        cm" 

segment  GK  =  — ^tctt»  'a  perpendiculaire  élevée  en  K. 

à  GK  dans  le  plan  osculateur  à  (G)  en  G  rencontre  la 
normale  principale  à  (G)  en  G  au  centre  de  courbure 
de  (G)  en  ce  point. 

M.  d'Ocagne.  —  Sur  les  courbes  algébriques  sin- 
gulières sous  le  rapport  des  bary centres  cycliques .  — 
Le  premier  des  théorèmes  contenus  dans  une  Note 
récente  5a/'  les  cercles  bitangents  à  la  parabole 
(N.  A.^  iQ'^i  P-  4^4)  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'une  propriété  depuis  longtemps  connue  (voir 
Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  Longchamps, 
1891,  p.  97  j.  Je  ne  mentionne  ici  le  fait  que  pour 
avoir  occasion  de  signaler  à  nouveau  la  généralisation 
que  j'ai  par  la  suite  donné  de  cette  propriété  de  la 
parabole. 

Ayant  remai'qué  que  le  barycentre  G  des  points  de 
rencontre  d'un  cercle  et  d'une  courbe  algébrique  quel- 
conque ne  dépend  que  du  centre  C  de  ce  cercle,  et  non 
de  son  ravon,  j'ai  donné  à  G  le  nom  de  barycentre 
cyclique  de  G  par  rapport  à  cette  courbe,  et  fait  voir  (') 
que  les  coordonnées  de  G  s'expriment  en  fonction 
linéaire  de  celles  de  C,  ou  encore  que  la  relation 
entre  Get  C  n'est  autre  qu'une  affinité. 

(')  Bulletin  de  ta  Société  mathématique  de  France,  190a,  p.  83* 


(  .i6  ) 

Toutefois,  il  est  une  classe  importante  de  courbes 
algébriques,  singulières  à  ce  point  de  vue,  et  dont  j'ai 
donné  la  définition  la  plus  générale  (^),  pour  lesquelles 
les  barycentres  cycliques  G,  de  tous  les  points  C  du 
plan,  sont  situés  sur  une  même  droite  A  de  ce  plan, 
tous  les  points  C  qui  C()rrespondent  à  un  même  point  G 
de  A  appartenant  à  une  même  droite  D  perpendiculaire 
à  A  et  dont  la  distance  5  àG  est,  au  reste,  constante. 

La  parabole  est  la  plus  simple  de  ces  courbes  sin- 
gulières; pour  elle,  A  se  confond  avec  son  axe  et  la  dis- 
tance est  égale  à  son  paramètre. 

Les  paraboles  d'ordre  supérieur  appartiennent  à  la 
même  catégorie,  mais,  pour  elles,  dès  le  troisième 
ordre,  ù  est  nul. 


Les  courbes  de  l^amé 


h'" 


d'ordre    impair,     ofTrenl    également     ce    caractère, 
avec  0  :^  o. 


SOLIJTIOXS  DE  (QUESTIONS  PIIOPOSEES- 


2313. 

(  1917,  p.   279.1 


L'équation  d' une  conique  étant  f(  j\  y,  -)  =  o,  on  pose 
/il  =^  fi-^^i  J'i)  -1  *) 

/l2=    ^  (^2/.'.-, +  .-..)• 

C)  Lac.  cit. ,  p.  86. 


(  '17  ) 

Si  un  polygone  de  n  côtés   Mi  M2  . . .  est  circonscrit  à  la 
conique,  on  a 

/u  X  ...  x/nn=(—  i)"f  1-2  X   ...  Xfnl- 

g.  fontexé. 
Solution 
Par  M.  L.  Maloue. 

En  écrivant  que  le  point  NL  appartient  au  faisceau  des 
tangentes  issues  de  Mj.  on  a 

En  multipliant  membre  à  membre  cette  relation  et  les  rela- 
tions analogues,  on  trouve 

.fwflt  •  •  -frin  =  ±/l2/23  •  •  -/«l, 

La  relation  indiquée  est  donc  obtenue,  au  signe  près. 
Pour   l'établir  complètement,  on   peut   procéder  géométri- 
quement, en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  à  une  conique,  les 
points  de  contact  qui  sont  extérieurs  aux  côtés  correspon- 
dants sont  en  nombre  pair. 

On  reconnaît  en  effet  aisément  que  le  choix  du  signe,  dans 
la  relation  à  démontrer,  résulte  immédiatement  de  cette  pro- 
position. 

Quant  à  la  proposition  même,  voici  l'esquisse  de  sa  démons- 
tration :  si  l'on  considère  un  polygone  quelconque  circonscrit 
à  une  ellipse  et  que.  laissant  fixe  tous  les  côtés  de  ce  polygone, 
à  l'exception  d'un  seul,  on  fasse  varier  ce  dernier  côté  en  le 
laissant  langent  à  la  courbe,  on  remarque  que,  chaque  fois 
qu'il  passe  en  coïncidence  avec  l'un  des  côtés  fixes,  le  nombre 
des  points  de  contact  extérieurs  ne  varie  pas,  ou  bien  varie 
de  deux  unités  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Le  nombre  ne 
change  donc  pas  de  parité.  Or  on  peut  passer,  au  moyen  de 
cette  opération,  ilun  polygone  convexe  circonscrit  à  l'ellipse, 
polygone  pour  lequel  le  théorème  est  vérifié,  à  un  polygone 
quelconque.  La  proposition  est  donc  établie  pour  l'ellipse. 


(   ii.S  ) 

On  l'élend  ensuite  par  projection  à  l'hyperbole,  en  remar- 
quant que  si  des  points  sont  marqués  sur  les  côtés  d'un  poly- 
gone, une  projection  conique  n'altère  pas  la  parité  du  nombre 
des  points  qui  sont  extérieurs  aux  côtés  correspondants.  En 
effet,  les  seuls  côtés  dont  les  régions  extérieure  et  intérieure 
soient  échangées  par  l'opération  sont  ceux  qui  sont  rencontrés 
intérieurement  par  la  droite  projetée  suivant  la  droite  de 
l'infini.  Or  ces  côtés  sont  en  nombre  pair.  Donc,  etc. 

Mais  celle  démonstration  suppose  essentiellement  la  réalité 
du  polygone.  Pour  établir  le  théorème  dans  toute  sa  généralité, 
il  faut  procéder  analytiquement.  Nous  nous  y  prendrons 
comme  il  suit  : 

On  peut,  d'une  infinité  de  manière,  définir  un  changement 
de  coordonnées  tel  que  l'on  ait  identiquement 

/(:r,  7,  ^)=  F(X,  Y,  Z)  =  X2- 2YZ. 
De  l'identité  valable,  quel  que  soit  )., 

on  tire 

/i2=F,.-XiX.-Z,Y,-Y,Z2. 

Un  point  de  la  conique 

X2—  2YZ  =  0 

peut  être  défini  paramétriquemerit  par 

\  =  n,.         Y=u\         Z  =  2. 

Soit  u,  le  paramètre  du  point  de  contact  du  côté  \I,-  jM,- 
(en  posant  Mo  =  ^I/i)-  On   trouve.  |)ir  un  calcul  facile, 

Xi  =  «1  +  «25         Y,  =  i(^  u.y,         Z)  =  9,, 
Fil  =  («1  —  «2)^,  F12  =  —  '  i'\  —  "2)  ("2—  "3)- 

Par  multiplication  de  ces  relations  et  des  relations  ana- 
logues, on  obtient  bien  celle  qu'il  fallait  démontrer. 

Autres  solution*  par  MM.  J.  Rosk  et  M.  FAUcnKUx. 


(   M9  ) 


QIESTIO^S. 


2394.  Posons  G^^  =  Xp,  C,^j  désignant  les  combinaisons  de 
m  lettres  p  k  p.  Calculer 

p  =  m-\ 

p  =  l 

Jean  Boichary. 


2393.  Si  trois  surfaces  tétraédrales  symétriques  d'indices  /ii, 
«2,  «3  ayant  même  tétraèdre  de  symétrie  se  touchent  en  un 
même  point  .M,  les  courbures  géoflésiques  Gi,  Go,  G3  de  leurs 
lignes  de  courbure  qui  se  touchent  en  M  sont  liées  par  la 
relation 

(«2 —  "ajGi  -î-  («3 —  «,)G2-t-  (/Il  —  «2)G3  =  0. 

R.    GOORMAGHTIGH. 

2396.  Soit  --  la  parabole  circonscrite  à  un  quadrilatère  ins- 
cri|)tible  et  considérons  les  normales  a,  b,  c,  d  k  ~  aux.  som- 
mets du  quadrilatère.  Les  orthopùles  de  la  directrice  de  t:  par 
rapport  aux  quatre  triangles  obtenus  en  prenant  les  droites  «, 
b,  c,  cl  trois  à  trois  sont  quatre  points  collinéaires. 

R.    GOOR.MAGHTIGH. 

2397.  Soient  P  et  Q  les  intersections  d'une  conique  (S)  avec 
les  tangentes  à  une  conique  (S)  issues  d'un  point  variable  M 
de  la  première.  On  sait  que  PQ  enveloppe  une  conique  appar- 
tenant au  faisceau  (S,  1\  Démontrer  que  le  point  de  contact 
de  PQ  avec  son  enveloppe  e>t,  par  rapjiort  au  segment  PQ, 
le  conjugué  harmonique  de  l'intersection  de  cette  droite  avec 
la  polaire  de  M  par  rapport  à  (S).  G.   Boullold. 

■'2398.  Si  II,  I  et  w  sont  respectivement  les  orthocenlres  et 
les  centres  des  cercles  inscrit  et  d'Euler  d'un  triangle  ABC  et 
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si  A  est  la  tangente  commune  à  ces  cercles,  la  distance  de  H 

à  A  a  pour  valeur  — - — •  G.  Boulloud. 

41  ^ 

2399.  Soient  ai  et  a,-,,  Pi  et  ^2,  Yi  et  Y2  les  milieux  des 
arcs  BG,  CA,  AB  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC 
et  a'j  et  a.'^,  P'i  et  P'j,  y',  et  Y2  leui's  symétriques  par  rapport 
aux  côtés  BG,  GA,  AB  respectivement.  Montrer  que  les 
quatre  cercles  a'i  P'i  YJ  ,  aj  P2  7-2,  ^['^i'i'i^  y!  ^2  P2  ^e  coupent 
à  rorlhocenlre  H  du  triangle  ABG.  Indiquer  les  centres 
et  les  rayons  de  ces  cercles.  V.  Thébault. 

t  2400.  Des  points  de  contact  D,  E,  F  du  cercle  inscrit  I  à 
un  triangle  ABG,  on  mène  les  parallèles  D{3i  et  I)y2  à  BA 
et  AG,  Ey,  et  Ea2  à  GB  et  BA,  Fa,  et  F  ^2  à  AG  et  GB. 

1°  Les  droites  piYî.  =1:1^2)  Yi^2  l'encontrent  respectivement 
GB,  BA,  AG  en  trois  points  d'une  droite  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  01  des  cercles  inscrit  et  circonscrit; 

2°  Les  droites  Aa,,  B^,,  Gyi  el  Aa,,  B  ^2,  Cy2  concourent 
en  deux  points  Ki  et  K2  qui  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ABG  et  symétriques  par  rapport 

à  m.  "S. , 

2401.  Soient  G  et  Gi  les  premier  et  second  centres  de  cour- 
bure en  un  point  IVI  d'une  cliaînette  d'égale  résistance.  On 
projette  le  milieu  P  de  MG  en  N  sur  MGi  et  l'on  joint  GIN. 
Démontrer  que  cette  droite  passe  par  le  troisième  centre  de 
courbure  de  la  chaînette  en  AL  F.  Balitrand. 

►  2402.  Si  l'on  joint  un  point  d'une  ellipse  aux  deux  sommets 
situés  sur  un  axe  et  le  point  diamétralement  opposé  aux  deux 
sommets  situés  sur  l'autre  axe,  les  quatre  droites  ainsi  obtenues 
et  les  axes  de  l'ellipse  sont  six  tangentes  d'une  parabole. 

F.  Balitrand. 

2403.  Soit  AA'  un  diamètre  d'une  ellipse  rencontrant  en  M 
le  cercle  de  Monge  de  la  conique;  démontrer  que  le  rayon  de 

(MA  V  MA')-^  , 

courbure  en  A  a  pour  expression  p  =  7 ;  a  et  o 

étant  les  demi-axes  de  l'ellipse.  F.  Balitrand. 
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SIR  \m  APPLICATION  ÉLÉMENTAIRE  RIXE  MÉTIIORE 
GÉ.\ÉRALE  RO\XA\T  LES  EQLATIOXS  RI  MOUVEiMENT 
R'll\  SYSTÈME; 

Par  m.  p.  APPELL. 


I.  Pour  l'enseignemenl  élémentaire  de  la  dynamique, 
il  ne  sera  peul-être  pas  sans  intérêt  de  faire  connaître 
une  méthode  générale  qui  permet  d'écrire  les  équations 
du  mouvement  d'un  point  à  l'aide  de  dérivations  par- 
tielles, et  cela  dans  les  hypothèses  les  plus  générales.  Le 
point  peut  en  effet  être  libre,  ou  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  une  surface 
pouvant  dépendre  du  temps;  il  peut  être  soumis  à  des 
liaisons  qui  s'expriment  par  des  relations  différentielles 
non  intégrables;  le  point  peut  être  rapportée  un  système 
quelconque  de  coordonnées  dont  la  définition  dépend 
du  temps;  enfin  les  paramètres  employés  pour  définir 
le  mouvement  peuvent  être  liés  aux  coordonnées  carté- 
siennes par  des  relations  différentielles  non  inté- 
grables (  '  ). 

II.  Rappelons  d'abord  quelques  formules  tout  à  fait 
élémentaires  de  la  Géométrie  analytique  de  l'espace, 
en  axes  rectangulaires. 

1°  Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  d'un  point  lihie  l* 
et  a,  j^,  Y  les  coordonnées  d'un  point  fixe  H.  Le  carré 


(')  Voir  Comptes  rendus,  t.  1.29,  séance  du  fi  aoiU  1)^99,  p.  ."17, 
et  P.  Appell,  Traite  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II. 

Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  XIX.  (.\vril  1919.)  lO 
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de  la  distance  des  deux  points 

•2R  =  7-2  =(a  —  'j.y-  -^{b  —  ^jf  +(c  — 7)', 

a  évidemment  pour  minimum  zéro;   les  valeurs  de  a, 
b^  c  donnant  le  iTiinimum  sontfournTespâ'r  les  équations 

dK  dW  dK 

-— =  o,  -—  =  o,  — =o. 

ôa  do  oc 

a"  Supposons  que  le  point  P  (a,  b,  c)  ne  soit  plus 
libre,  mais  assujetti  à  rester  sur  unjjlan  donné 

(i)  Aa-f-B^H-Cc-l-D  =o. 

La  position  du  point  P  rendant  la  distance  IIP,  ou 
son  carré  2R,  minimum,  s'obtient  évidemment  en 
abaissant  du  point  II  la  perpendiculaire  sur  le  plan. 
Les  coordonnées  «,  b,  c  de  cette  position  sont  données 
par  l'équation  (i)  associée  aux  trois  équations 

(2)  «  — a=XA,         6  — S  =  aB,         c  —  '(  =  lC, 

où  À  est  un  multiplicateur  auxiliaire. 

D'ailleurs,  la  valeur  de  X  correspondant  au  minimum 

est 

Aa  +  B3-i-  Cv  +  D 


A  = 


A'-i  -i-  B2  -+-  C--i 


On  peut  aussi  écrire  les  équations  (2) 

(2')  _=XA,         -— =XB,  —  =aG. 

^     ■'  da  ^  db  de 

3°  Supposons  enfin  que  le  point  P  soit  assujetti  à 
rester  sur  une  droite  définie  par  les  deux  équations 

A  a  -+-  B  6  H-  G  c  -H  D  =  o 


^""^  '  A'a  +  B'^>  4- Ce -i-D'  =  o 

Alors  le  minimum  de  la  distance  IIP  ou  de  son  carré 
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aR  est  donné  par  les  valeurs  de  a,  b,  c  correspondant  ati 
point  où  le  plan,  mené  par  II  perpendiculairement  à  la 
droite  (3),  rencontre  cette  droite.  Les  coordonnées  a,  ^,  c 
de  ce  point  sont  définies  par  les  éfjualions  (3)  joinles^ 
aux  trois  relations 


a  —  a  =  X  A  -f- 

■  !JtA\ 

6  -  ,3  =  X  B  -^ 

uH', 

c  -  Y  =  X  C  ^ 

■  I^C, 

où  A  et   u.  désignent  deux  multiplicateurs  auxiliaires. 
On  peut  aussi  écrire  ces  dernières  équations 

_=XA-f-:.A,  -^.XB  +  aB, 

(3')  <f 

de 


III.  Ces  formules  élaiitrappelées,  imaginons  un  point 
matériel  de  masse /?«,  de  coordonnées  :r, y,  z,  en  mouve- 
ment; distinguons  les  forces  gui  agissent  sur  lui  en 
forces  directement  appliquées  dont  la  résultante  a  pour 
projections  X,  Y,  Z^  et  en  forces  de  liaison  s'il  y  en  a. 
Appelons  x' ^  y j  z' .  x\  y'',  z"  les  dérivées  premières  eï 
secondes  de  x,j',  z  par  rapport  au  temps  t.  Considérons- 
enfin  la  quantité 

dont  la  significalion   géométrique   est  simple  :  si   l'ont 

mène  à  partir  de  ^origine    un    vecteur   J  équipollenï 

F  . 

à  l'accélération  et  un  vecteur  —  éciuipollent  à  la  force- 

F  divisée  par  la  masse,   Pv  est,  au    facteur—  près,    le- 

carré  de^la  distance  des  extrémités  de  ces  deux  vecteurs^ 
i"  Alors,  si  le  point  est  libre,  s'il  n'y  a  aucune  liaison.^ 


(  'M  ) 

r accélération  que  prend  le  point  à  chaque  instant 
est  celle  qui  rend  R  minimum,  c'est-à-dire  nul  dans 
le  cas  actuel,  car  on  a, 

m  J  =  F. 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc,  comme  on 
le  vérifie  immédiatement, 

()R  riW  d\\ 

-r-r,  =  o,  — 7  =  o,  -—7,  =  o, 
àx  dy"  '  dz 

0.^  Si  le  point  n'est  pas  libre,  s'il  existe  des  liaisons 
imposées  au  point,  l'accélération  que  prend  le  point,  à 
un  instant  quelconque  t,  esl^  parmi  toutes  tes  accélé- 
rations compatibles  a^'cc  les  liaisons^  celle  qui  rend 
R  minimum.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer,  en  pre- 
nant successivement  le  cas  d'un  point  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  donnée  ou  sur  une  courbe  donnée. 

Point  sur  une  surface.  —  Supposons  que  les  coor- 
données X,  y,  z  soient  liées  par  une  relation  donnée 

(A)  f{x,r,z.t)^o 

pouvant  contenir  le  temps.  Géométriquement,  cela 
revient  à  dire  que  le  point  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  la  surface  (A)  (pii  peut  dépendre  du 
temps.  En  dérivant  deux  fois  la  relation  (A)  par  rapport 
à  t.,  on  a 

(  2  )        /;•  x"  -r-f'y  y"  +/1  -"  -t-./;;-^^'  ^  ^- . . .  =  o, 

où  les  termes  non  écrits  ne  renferment  pas  ot",  je",  z" . 
On  peut  dire  que  la  liaison  imposée  au  j)oint  «'tablit  à 
chaque  instant  entre  x" ,  y" .,  z"  la  relation  (S),  Uès  lors, 
cherchons  les  valeurs  de  .r",  j ',  z"  qui  vérifient  la  rela- 
tion linéaire    (S)   et    qui   rendent  R   ininiuuun.   JNous 
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aurons  le  problème  i°  du  n"  II,  sauf  le  changement  de 
<7,  6,  c  en  x' ^  y\  £\...  Les  valeurs  cherchées  de 
jc",  y" ^  z"  sont  données  par 

ou 

/n:r'' —  X  =  À/[-,         my"  —  Y  =  À  f, ,         /«  z"  —7.  =  If'., 

A  désiguant  un  coefficient  arbitraire.  Or,  les  équations 
ainsi  obtenues  sont  précisément  les  équations  du  mou- 
vement, telles  qu'on  les  écrirait  en  introduisant  la 
réaction  normale  de  la  surface  (A),  réaction  qui  a  pour 
projections  a/,',  a/^,  \f'.. 

La  valeur  de   A  correspondant  au  minimum   donne 
celle  réaction  en  fonction  de  x^  y,  z,  x',  y' ,  z'  et  t. 

Point  sur  une  courbe.  =  Si  x,  )',  ;  vérifient  deux 
relations  données 

(G)  f{x,y,  z,  t)  =  o,         o{x.,y,z,t) 

on  obtient  entre  x" .^  y" ,  z"  deux  relations 

\f>"  -^fly"  ^fz  -"  ^f>^'-^  . . .  =  o. 


^r)  ,_ 

Les  valeurs  de  x" ,  y",  z" ,  rendant  R  minimum  sous  les 
deux  conditions  linéaires  (F),  sont  alors  données  par 

OX  ^  .      .1' 

ou 

m  x"  —  X  =  f-fx  ~r-  ;jt  'f  .i-j 

mz"  —  Z  =  X/:  -^\i.o'z\ 
on  obtient  ainsi   les  équations  classiques  du  mouve- 
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ment,  la   réaction  normale    de    la   courbe   ayant  pour 
projections  â/ '.  +  jjl z>^,,  .... 

Le  principe  est  ainsi  démonlré.  Il  va  de  soi  que,  dans 
son  énoncé,  on  peut  remplacer  R  par  toute  autre 
expression  qui  ne  ditFére  de  R  que  par  des  termes  indé- 
pendants de  x",y',  z\  par  exemple  par 


On  a 


R  =  —  (  x"-'  4-jk"-^  +  ^"2  )  —  (  X  x"  -+-  Y  y  -+-  Z  z"). 


R=imJ2— FJcos/^, 


•où  le  premier  terme  est  l'énergie  d'accélération  et  le 
second  le  produit  intérieur  de  la  force  F  par  l'accélé- 
lation  J. 

IV.  Voici  maintenant  les  conséquences  pratiques 
-qu'on  peut  tirer  de  ce  principe,  pour  écrire  les 
équations  du  mouvement. 

Point  libre.  —  Prenons  un  système  quelconque  de 
•coordonnées  q^^  Ço,  q%  liées  d,  x^  y.,  z  par  des  relations 
connues 

^  =  l<{q\,qi,qi,t). 

Pour  trouver  x^  y.  z  en  fonction  de  ?,  il  suffit  de 
•connaître  ^,,  ^o-.  ^3  en  fonction  de  t;  or,  on  a 

,        dx  ,         dx      ,  dx     ,  dx 

<>7i  àqi  '^  dq-i  ^  •*  dt 

,.        dx  dx     „  àx      .,  d-x    ,  ^                  d^x 

(>yi  '        c'72^"  OqJ'  dq\^^    ^■'           df^ 

avec  des  expressions  analogues  pour/)'"  et  z". 
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Formons  alors  la  quantité 

S=:-7nJ2=  -  in(x"~ -T- y"--^  z"-) 

en  y  remplaçant  x" ,y" ,  £'  pai'  leurs  valeurs  ;  nous  aurons 
pour  S  une  fonction  du  second  degré  de  q\^  q\,  ql. 
Formons  d'autre  part  la  quantité 

FJ  cos  FJ  =  Xx"  -H  YjK"-i-  1z\ 

nous  trouverons  une  expression  linéaire  en  q'[,  ql^  q[^ 
de  la  forme 

où  Q,,  Qo,  Q;j  ont  les  valeurs  classiques 

(iq\  Ocji  dqi 

de  telle  façon  que  O,  o^i  soit  le  travail  de  la  force  F 
correspondant  au  déplacement  fictif  oa7,  Zy^  oz  obtenu 
en  laissant ^2î  ^a,  ^  constants  et  faisant  varier  ^,  de  oqx. 
Les  équations  du  mouvement  s'obtiendront  en 
cherchant  les  valeurs  de  q\^  q\^  q\  qui  caractérisent 
l'accélération,  de  façon  que 

R  =  S -(Qk/;  +  Q.ry'^H- Qa^;;  j -T-.  .  . 
soit  minimum.  On  devra  donc  écrire 


OR 

o, 

dR 

■ — lî  =  o, 

àK 

— r  =  o, 

ou 

<"i 

-Qi  =  o, 

ôq'i. 

o, 

"'      Q 

Point  sur  une   surface.  —  Supposons  que  x.^y.,  z 
soient  liés  par  une  relation  donnée 

(A)  f{x,y,z,t)  =  o. 


(  '^^  ) 

On  pourra  toujours  exprimer  les  coordonnées^,  y,  z 
vérifiant  celte  équation  en  fonction  de  deux  coor- 
données ^,  et  ^2  par  des  formules 

de  telle  façon  cpie  l'élimination  de  (]\  ei  q-^  conduit  à 
l'équation  (A.).  J^^'s  composantes  de  l'accélération  du 
point  sont  alors  données  par 


dx      ,,        à.T     „        ()'^.r     ,^ 

d'-x 

ô,.''^^éç/^-^^0,-i'^-^-- 

-^  or^ 

Jolies  dépendent  de  qï  et  qi  :  en  donnant  à  y,',  ql  toutes 
les  valeurs  possibles,  on  aurait  tontes  les  accélérations 
a;%y",z"  compatibles  avec  la  condition  (A).  Dans  ce 
cas,  l'énergie  d'accélération 

S  =  -  m{x"--+-y'^-+-  z"-) 

devient  une  fonction  du  second  degré  de  q'{,  ql;  pnis 
\x" -hYy -I-Tjz"  devient  une  fonction  linéaire 

de  ql,  ql.  Les  équations  du  mouvement  s'obtiennent  en 
cherchant  les  valeurs  de  ql  et  ql  qui  rendent  R 
minimum  :  elles  sont 

rfR  _  dn   _ 


dq\  dq\ 


ou 


(^>  ^"^'="'         ^-^^  =  "- 

Exemple.  —  Un  plan  parfaitement  poli  passe 
par  un  axe  horizontal  fixe  Ox,  autour  duquel  il 
tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  to  : 
trouver  le  mouvement  d'un  point  pesant  assujetti 
à  glisser  sans  frottement  sur  ce  plan. 
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Soient  Oy  et  O:;  deux  autres  axes  perpendiculaires 
à  Ox^  Oy  horizontal,  Oz  vertical  ascendant.  Le  plan 
mobile  a  pour  équation. 

y  sin  o>t  —  z  cos  co  /  :=  o 

On  peut,  dans  le  plan,  définir  la  position  d'un   point 
par  deux  paramètres  yi  et  </,>  en  posant 

OÙ  ^2  est  le  rayon  vecteur  de  la  projection  du  mobile 
sur  le  plany  0«.  Calculant  x",  y",  z' ,  on  voit  que 

S  =  — (^  ^-<- V  -  -H  ;;  -)  =  —  [7,--^  <7j •>.  oj2  fjr,  <7 , J -I- . .  . , 

les  termes  non  écrits  ne  contenant  ni  ci\  ni  ql,.  D'autre 
part,  la  seule  force  donnée  étant  le  poids,  on  a 

X  =  o,        Y  =  o.        Z=  —  mg-, 
d'où  l'on  déduit 

Qi  =  -^-j i-  \  -r :-  Z  —  =  o, 

àqi  àqi  ôçi 

dx  Oy  àz  . 

O.  =  X h-  1 h  L =  —  msr  sin  to  / 

dg>  agi  dgi  * 

Les  équations  du  mouvement  (5)  sont  alors 
g''i  =  o,         gl  —  uj^gi=  —  g^inoit, 

d'où  en  intégrant 


qi=  'o 


g  i  —  X  —  ctq  — î—  cTq  f , 

gtlit  .^  g-0)t  glùl g— w 


G i — '■ —  sin  Oit 


L  oj > 

•2W 


Xo  et/'„  désignantles  valeurs  initiales  (^:=:o)  de  qt  et  q,, 
x'f^  et  /'o  les  valeurs  initiales  de  leurs  dérivées. 
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Point  sur  une  courbe.  —  Dans  ce  cas,  on  peut  faire 
choix  d'un  paramètre  q  sur' la  courbe  et  exprimer  les 
(Coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  posant 

<l'où 

„      d.r    ,.      d-.r  â- x     ,       d-x 

X  =^  —  q  -^, r/  -  +  -2 q  -\ ,  .  • . 

dq  '         dq^  ^  dqdt  ^         ôf^ 

et  pour  }^',  :;"  des  expressions  analogues. 

Pour  déterminer  les  composantes  x" ,  y\  z\  de 
l'accélération  compatibles  avec  la  liaison,  il  suffit  de 
connaître  cf .  Portant  dans  S,  on  voit  qne  S  devient  une 
fonction    du    second    degré    de    q' .   Puis,   portant  ces 

valeurs  dans  FJ  cos  FJ,  on  voit  que 

X^"-^  .Yjk"  +  Z -"  =  q  ^"  4-  .. . . , 
où 

Oq  Oq  dq 

de  telle  ("aron  que  Q  Zq  soit  le  travail  élémentaire  de  F 
pour  un  déplacement  fictif  0J7,  oy,  oz  obtenu  en  laissant  t 
constant  et  faisant  croître  q  de  oq .  L'équation  unique 
du  mouvement  est  alors 

Exemple.  —  Régulateur  à  force  centrifuge.  — 
Une  circonférence  de  rayon  a  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  m  autour  d'un  diamètre 
vertical  fixe  Oz]  mouvement  d'un  point  pesant 
glissant  sans  frottement  sur  la  circonférence. 

Soient  O  le  centre  de  la  circonférence,  O;;  la  verticale 
descendante,  Ox  et>OjK"deux  axes  horizontaux  rectan- 
gulaires.    Prenons     comme    paramètre     q    l'angle    du 
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rajon  OM,  allant  au  point  mobile  M,  avec  O^.  On  a 
X  ■=  a  sin  q  cos  w  /,         y  =  a  sin  q  sin  oj  <,         ^  =  a  cos  q 

d'où,  en  dérivant  deux  fois, 

h  =  — (:r^  H-y^  +  -=^)  = [9  2 tu- sin ^r  cos 5'  5-  |  H-..., 

les  termesnon  calculés  ne  contenant  pas  t/^-  D'autre  pari, 

^       .,  dx  dy  dz 

Q  =  \- i-Y-p--t-Z  —  =  —  lyiga  sin  o. 

dq  oq  Oq 

L'équation  du  mouvement  est  donc 

q" —  co^  sin  q  cos  q  =  —  —  sin  q ^ 

facile  à  intégrer  par  quadratures.  Les  positions  d'équi- 
libre relatif  sont  données  par  les  valeurs  de  q  pour 
lesquelles  q"  =  o. 

V.  La  forme  des  équations  indiquées  ci-dessus  s'ap- 
plique également  quand  ^,,  q2,---  ne  sont  plus  de 
véritables  coordonnées,  mais  sont  liés  à  x^  y,  z  par 
des  relations  différentielles  du  premier  ordre  non 
inlégrables,  ou  encore  quand  le  point  x^  y,  z  est 
assujeltià  des  liaisons  non  exprimables  en  termes  finis. 
C'est  ce  que  je  pense  exposer  dans  un  autre  article. 


[0'8a] 

SI!R  LES  CENTRES  DE  COUIIBIIRE  DES  LIGNES  DÉCIUTES 
PAR  LES  POINTS  D'UNE  FIGIRE  PLANE  MOBILE  DANS 
SON  PLAN; 

Par  m.  m.  D'OCAGNE. 


La  construction  classique  de  Savary  permet  de  déter- 
miner ces  centres  de  courbure  lorsque  l'on  connaît  les 
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centres  de  courbure  de  la  base  et  de  la  roulante  au 
moyen  desquelles  le  mouvement  de  la  figure  mobile 
peut  être  engendré;  mais,  en  général,  ce  mouvement 
n'est  pas  défini  de  la  sorte;  il  l'est,  plus  ordinairement, 
par  les  trajectoires  de  deux  des  points  de  cette  figure. 


La  question  se  pose  dès  lors,  si  l'on  connaît  les  centres 
de  courbure  répondant  à  ces  deux  points,  de  construire 
celui  qui  correspond  à  tout  autre  point  de  la  figure 
mobile. 

D'élégantes  solutions  de  ce  problème  ont  été  données 
naguère  par  M.  Farid  Boulad  dans  les  Nouvelles 
Annales  (1908,  p.  128).  En  voici  une  qui  pourra 
paraître  un  peu  plus  simple.  Elle  se  déduit  du  tbéorème 
suivant  qui  se  trouve  démontré  dans  noire  Cours  de 
Géométrie  pure  et  appliquée  de  V Ecole  Poly- 
technique (  t.  I,  p.  2-4): 

Il  existe  sur  la  normale  commune  à  la  hase  et  à 
la  roulante^  issue  du  centre  instantané  l,  un  point  H 
(c'est  le  point  conjugué  du  centre  de  courbure  de  la 
base  par  rapport  au  cercle  de  courbure  de  la  roulante) 
tel  que  la  droite  qui  Joint  un  point  quelconque  M 
de  la  figure  mobile  à  ce  point  Yi  passe  par  le  point  de 
rencontre  de  la  perpendiculaire  élevée  en  \  à  la 
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normale  MI  et  de  la  parallèle  à  IH  menée  par  le 
centre  de  courbure  a  répondant  à  M. 

11  suffitdonc  de  connaître  ce  point  H  {fig-  i)pour 
que  s'ensuive  la  détermination  du  centre  de  courbure 
Lt  répondant  à  tout  point  M,  et,  par  suite,  toute  la 
question  revient  à  déduire  ce  point  H  des  centres  de 
courbure  u  et  <j!  répondant  à  deux  points  M  et  M'. 

Or,  pour  trouver  le  lieu  du  point  H  correspondant  à 

un  centre  de  courbure  donné,  il  suffît  de  remarquer  que 

la  parallèle  à  IK  menée  par  H  est  liomotliétique  de  cette 

droite  IK  par  rapport  à  M,   le  rapport  d'homothétie 

MI     c-    1  •  ]       •  7 

étant  ^ —  Î5i  donc  on  tire  par  a  une  droite  quelconque 

{jlKo  qui  coupe  en  K^  la  perpendiculaire  IK  à  Ml,  et 
que  l'on  mène  par  1  la  parallèle  IHq  h  [J-Kq,  qui  coupe 
MKq  en  Hq,  le  point  H  se  trouve  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  Hg  sur  MI. 

Procédant  de  même  avec  le  centre  de  courbure  ul' 
donné  sur  la  normale  M'I,  on  obtient  de  la  sorte  une 
seconde  droite  passant  par  H,  et  ce  point  se  trouve 
déterminé. 

Afin  de  réduire  le  nombre  des  lignes  à  tracer,  on 
peut  faire  un  choix  judicieux  des  droites  uKj,  et  a' Ko 
menées  arbitrairement  par  a  et  par  a'.  On  peut  les 
faire  coïncider  toutes  deux  avec  jau.'.  Mais  le  choix 
comportant  la  plus  grande  simplicité  de  tracé  semble 
consistera  prendre  uK^  et  jjl'K'o  respectivement  perpen- 
diculaires à  ]M'I  et  MI. 

Il  convient  de  remarquer  que,  si  le  point  M  passe 
par  une  inflexion  sur  sa  trajectoire,  la  droite  HHo  passe 
par  M  et,  par  suite,  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  correspon- 
dant du  point  H  est  tout  simplement  la  tangente  en  M 
à  cette  trajectoire.  Cela  montre,  au  reste,  que  le  lieu 
de  ces  points  d'inflexion  est  le  cercle  décrit  sur  IH 
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comme  diamètre,  ce  qui,   comme  nous   en  faisons  la 
remarque  dans  notre  Cours  (p.  2-5),  est  une  manière 
très  simple  de  retrouver  géométriquement  un  théorème 
bien  connu  dû  à  Bresse. 


[Il] 

Sin  L'EXTRACtlO\,  A  mi  IMTÉ  PHÉS,  DE  LA  UACI\E  m"" 
D'U\  mmU  (lUELCOXOlIE  A  L'AIDE  DES  LOGAUITIIMES; 

Par  m.  p.   DELENS. 


Lorsqu'on  a  à  extraire  la  racine  /n'*'""  d'un  nombre 
quelconque^  on  a  généralement  recours  aux  loga- 
rithmes, et  si  le  nombre  donné  contient  beaucoup  de 
chiflVes,  comme  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  la  valeur 
exacte  du  logarithme  qui  lui  correspond,  on  forme 
d'ordinaire  celle  d'un  nombre  s'en  rapprochant  le  plus 
possible  en  prenant  dans  le  nombre  considéi'é  autant 
de  chiffres  qu'on  le  peut,  afin  que  l'erreur  du  résultat 
trouvé  soit  très  faible. 

11  est  cependant  facile  de  montrer  que  si  l'on  veut 
simplement  calculer  la  racine /n"""'',  à  une  unité  près  ^ 
d'un  nombre  très  grand  (ce  qui  suffit  pour  la  trouver 
ensuite  avec  une  approximation  quelconque),  on  peut 
d'ordinaire  considérer  le  logarithme  d'un  autre  nombre 
ayant  avec  le  premier  un  très  petit  nombre  de  chiffres 
communs,  sans  altérer  le  résultat,  ce  qui  permet  ainsi 
d'abréger  sensiblement  le  calcul.  Nous  allons,  pour  le 
démontrer^  établir  la  règle  suivante,  peut-être  nouvelle 
sous  cette  forme,  qui  repose  sur  une  remarque  très 
simple  : 

Pour  extraire  à  une  unité  près  la  racine  m"' ""\ 
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contenant  k  chiffres^  cVun  nombre  quelconque^  ou 
peut  considérer  le  nombre  formé  en  conservant  les 
k  premiers  chiffres  de  gauche  du  nombre  donné  et 
en  remplaça/it  tous  les  autres  par  des  zéros;  la 
racine  m"""'  entière  du  nombre  ainsi  obtenu^  calculée 
au  moyen  des  logarithînes^  donne  la  solution  cher- 
chée. 

La  valeur  maximum  du  nombre  k  des  chiffres  de  la 
racine  dépend  de  l'étendue  des  tables  de  logaritlimes 
que  l'on  emploie;  elle  est  égale  à  5  avec  les  tables- 
ordinaires  à  7  décimales,  qui  donnent  les  logarithmes 
des  nombres  de  i  à  looooo  ;  à  \  ou  à  3,  si  l'on  se  sert 
des  tables  à  5  ou  à  4  décimales,  qui  fournissent 
ceux  des  nombres  de  i  à  loooo,  ou  à  looo;  enfin, 
si  A'  =  2  ou  A ■  =  I ,  on  peut  avoir  recours  simplement  k 
la  règle  à  calcul  pour  former  les  logarithmes. 

La  démonstration  de  la  règle  énoncée  plus  haut  peut 
se  faire  de  la  façon  suivante  : 

Soit  N  le  nombre  donné;  supposons  que  sa  racine 
jf^iemc  entière   ait  k  chiffres.    Nous    pouvons    toujours 

écrire 

N  =  A  X  lo/'-i-  B, 

ce  qui  nous  donnera  les  inégalités 

logA  X  lo/'^logN  <  log(A  4-  i)  lo/' 

ou  encore 

logA  X  lo/' /  logN  ^  logfA -+-1)10/' 
m  "     ni  m 

Si  nous  prenons  maintenant  yj  de  telle  sorte  que  le 
nombre  des  chiffres  de  A  soit  précisément  égal  à  A",  et 
si  nous  employons  les  tables  donnant  les  logarithmes 
des  nombres  de  i  à  10'^  au  moins,  nous  voyons  qu'en 

posant 

losN  =  logA  X  lo/'-i- a. 
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a  sera  la  partie  du  logarithme  de  N  qui  proviendra  de 
la  partie  B  laissée  de  côté  dans  ce  nombre;  d'ailleurs, 
a  est  évidemment  inférieur  à  la  dillerence  tabulaire  A 
correspondant  à  log  A,  d'après  les  inégalités  primitives. 
Nous  en  déduirons 

log  v'^  = = ' —  ; 

m  m  ni 

par  suite,  si  —  est  inférieur  à  la  différence  tabulaire  A' 
*  '        m 

1  ,     locr  A  V  lo/'  ,  ,  .        , . 

correspondant  a    -^ ,    comme  cela  a  bien  lieu 

^  m 

d'ordinaire,  il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  —  ,  et  les 
k  premiers  chiffres  du  nombre  trouvé  dans  la  table 
pour  la  valeur  de  — correspondront  évidem- 
ment à  la  racine  cherchée  de  N  approchée  à  une  unité 
près. 

Il  sera  bon  toutefois  de  prendre  souvent  ce  nombre 
de  telle  sorte  que  la  mantisse  correspondante  de  la 
table,  si  elle  n'est  pas  égale  exactement  à  la  mantisse 
trouvée,  en  soit  approchée  plutôt  par  excès  que  par 
défaut,  afin  de  tenir  compte  de  l'inégalité 

logN  ^  log  A  X  H»/' 
m     ~  m 

et  d'avoir  ainsi  une  valeur  plus  exacte  de  la  racine,  qui 
pourra  même  être,  dans  cette  manière  d'opérer,  appro- 
chée par  excès.  Il  est  facile  d'ailleurs  de  déterminer 
plus  complètement  encore  la  valeur  de  cette  racine  en 
se  reportant  aux  inégalités  fondamentales  établies  plus 
haut     et    en    calculant     le     nombre    qui     correspond 

V     loc(  A  -t-  l)  lo''  .  ,     •  ,     '"/TT  •  1      • 

a  — : ,   qui  est  supérieur  a  y/ IN,  et  qui  ne  doit 

pas  cependant  différer  de  plus  d'une  unité  de  la  valeur 
déjà  obtenue. 
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Ea  résumé,  on  voit  que,  pour  obtenir  par  ce  procédé 
la  racine  m'*™^  à  une  unité  près  d'un  nombre  donné  N, 
il  suffît  de  connaître  : 

1°  Le  nombre  exact  des  chiffres  du  nombre  N; 
2°  Les    k  premiers  chiffres    {à  gauche)    de   ce 
nombre,!  si  la  racine  cherchée  doit  avoir  k  chiffres. 

On  peut  appliquer  la  règle  que  nous  venons  d'indi- 
quer à  la  recherche  des  racines  m'*"°"*  suivantes,  k  une 
unité  près,  de  nombres  dont  les  chiftVes  arbitrairement 
choisis  sont  remplacés  par  des  points  : 

1°  Racine  196"  du  nombi'e  de  62  chiflVes  :  3...; 
2°  Racine  19^  du  nombre  de  55  chiffres  :  162...; 
3°  Racine  1 1*^  du  nombre  de  45  chitTres  :  29108.... 

Les  racines  cherchées,  à  une  unité  près  par  défaut, 
sont  2,  -i3  et  1 1020.  La  première  ayant  un  seul  chiilre, 
il  suffira  pour  la  trouver  de  connaître  les  logarithmes 
des  dix  premiers  nombres  avec  deux  décimales;  la 
seconde,  ayant  trois  chiffres,  pourra  s'obtenir  en  se 
servant  d'une  table  de  logarithmes  à  quatre  décimales; 
pour  la  troisième,  il  faudra  avoir  recours  k  une  table  k 
sept  décimales  puisqu'elle  a  cinq  chiffres. 


[K'2e] 

SUR  L'OimiOPOLE;      ]/ 

Par    m.    Pv.    GOORMAGHTIGH. 


1.   Soient 

n(\  —  t))  -ihli 


(1  =  1,  2,  3; 


les    coordonnées    de    trois    points    A,,   Ao,    A^   d'une 
Ann.  de  Malliémat.,  4'  série,  t.  XI\.  (Avril  1919.)  I  • 
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ellipse  E.  Appelons  B,,  Bo,  B3  les  milieux  des  côtés 
da  triangle  A,  A^Aj;  les  coordonnées  de  B,  s'écriront 


et  celles  de  Bo,  B3  auront,  des  expressions  analogues. 
Soient  encore  P^  et  P^  les  orthopôles  du  grand  axe  et 
<lu  petit  axe  de  E  par  rapport  au  triangle  BfBoBs.  Le 
point  Pfl  étant  à  l'intei'section  des  perpendiculaires 
à  BjBs,  B3B1,  B,  Bo  menées  par  les  projections  de  B,, 
■B2,  B3  sur  le  grand  axe  de  E,  ses  coordonnées  (^a,  'r\„) 
.s'obtiennent  en  résolvant  le  système 

_  a(u-^ ^3)  r    _  I  — /j/j       1 

«t  s'écrivent  par  conséquent 

^  _  «_^   (to-i-  ts)(ts-i-  ^,)(^i+  ^2)  ^ 

Or  les  coordonnées  ç^,  Vj^^  du   centre  to  du   cercle 
circonscrit  au  triangle  A,  A2A3  ont  pour  valeurs 


a        (1-4-  /7)(i-+-  ti)(i-+-  tl) 


Il  s'ensuit  que  les  points  P^  et  co  sont  en  ligne  droite 
avec  Je  centre  O.  de  l'ellipse  E  et  qu'on  a 


u)  0  :  o)  P  j  =  —  ; 
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on  a  donc  aussi,  par  analogie, 

10  O  :  w  Pi  =  —  ^  • 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Les.  orthopôles  des  axes  d'une  conique  circon- 
scrite à  un  triangle  AjA^As,  par  rapport  au 
triangle  formé  par  les  milieux  des  côtés ^  sont  en 
ligne  droite  avec  le  centre  de  la  conique  et  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  et  sont  symétriques 
par  rapport  au  milieu  du  segment  compris  entre 
ces  deux  cen très . 

.  Le  centre  du  cercle  Ki  A..,  X^  divise  le  segment 
compris  entre  les  deux  orthopôles  en  segments 
inversement  proportionnels  aux  carrés  des  axes 
correspondants. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  cette  proposition  prend 
la  forme  suivante  : 

JJ  orthopôle  de  l'axe  dune  parabole  circonscrite 
au  triangle  AjAoAs,  j9rt;-  rapport  au  triangle  des 
milieux  des  côtés  appartient  au  diamètre  de  la 
parabole  passant  par  le  centre  du  cercle  A,  AoAj. 

Quand  la  conique  considérée  est  une  hyperbole 
équilatère,  les  orthopôles  P^  et  Vb  sont  confondus  au 
milieu  de  Oto. 

En  considérant  le  cas  où  la  conique  est  un  cercle, 
on  trouve  cette  propriété  facile  à  établir  directement  : 

Dans  un  triangle  les  orthopôles  de  deux  droites 
rectangulaires  menées  par  l'orthocentre  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ce  point. 

!2.   Le  théorème  énoncé  ci-dessus  fournit  une  solu- 
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tioii  du  problème  qui  coiisisle  à  déterminer  le  cenlre 
et  la  nature  de  la  conique  définie  par  trois  points  A,, 
Aa,  A3  et  l'un  de  ses  axes  A.  Il  suffit  de  construire 
l'ortliopôle  P  de  A  par  rapport  au  triangle  formé  par 
les  milieux  des  côtés  de  A,  AoA,.  Le  diamètre  toP  du 
cercle  AjAgAg  passe  par  le  cenlre  cherché  O  et  la 
conique  sera  une  ellipse  si  P  est  extérieur  à  Oœ,  une 
hyperbole  si  P  est  intérieur  à  Ow,  une  parabole  si  OP 
est  parallèle  à  A.  D'ailleurs  si  P'  désigne  le  svmétricpie 
de  P  par  rapport  au  milieu  de  Ow,  le  rapport  Pw  :  coP' 
fera  connaître  le  carré  du  rapport  des  axes. 

De  la  construction  précédente  il  résulte  que,  si  ïun 
des  axesdune  conique  circonscrite  à  un  triangle  passe 
par  un  point  fixe,  le  centre  décrit  en  général  une  cu- 
bique ;  si  le  point  fixe  appartient  à  l'un  des  côtés  du 
triangle  des  milieux  des  côtés,  ou  est  à  l'infini,  ou 
appartient  au  cercle  des  neuf  points,  le  lieu  considéré 
est  une  conique.  On  voit  de  même  que,  si  le  centre 
d'une  conique  circonscrite  à  un  triangle  décrit  uu 
diamètre  du  cercle  circonscrit,  ses  axes  enveloppent 
la  parabole  qui  est  conjuguée  au  triangle  et  a  ce  dia- 
mètre pour  directrice. 


[C2h] 

SUR  QUELQUES  l\TÉ(JRVLES  TRIGO^OMÉTRIQUES; 

Pau  m.  M.-F.  EGAN. 


1.    Pour  mettie  eu  évidence  le  caractère  élémentaire 
de  ce  qui  ya  suivre,  je  rappelle   ici   la  démonstration 
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que  j'ai  (L^nnée  ailleurs  (*)  de  la  formule  classique 
/       dx  =  —  • 

J        ^*  2 

On    constate    sans    peine   que    l'intégrale    existe    et 
qu'elle  est  la  limite  de  l'intégrale 

/"  -    siii^.r    ,           I      r-  >^\n-nx    ,  \   , 
—  dx  —  -    j       ; —  dx  =  -  I,;, 

lorsque  l'entier  positif /i  tend  vers  l'infini. 
Or,  l/i  est  comprise  entre 

f-  sin-  nx  - 

S,.=   /      — :— ; — dx  =  n- 


et 


C„  =   /      'i\n- nx  co\.^ X  dx 
=  S„—    /      i^in-nxdx 


^=11 

2  4 


d'où  la  limite  cherchée. 

2.  On  a  donc,  /■  étant  un  entier  positif, 

.,           r"     I  —  cos /-.r      ,                       /"■  I  —  cos  rx    , 
(i)  / dx  =  rr.  =    I      dx. 

./  X-  L       I  —  cos  ar 

Soit   o(ic)    un   polynôme    en    cosx,    s'annulant    pour 
a;  =  o  ;  on  peut  écrire 

o(x)=   \^ar(i  —  cosra-), 

d'où 

^  r'.jxjdx^  r-    o(x)    ^^^ 

J  x^  .A     1  —  cos  a" 

(')  Mathenialical  Gazette,  1916. 


(  M^  ) 

Intégrons  le  second  membre  par  parties.  L'origine 
est  im  zéro  d'ordre  2  pour  o{x)^  donc  le  terme  intégré 
s'annule  aux  limites,  et  il  reste 

/■"  ^(x)  /*^  I 

(3)  /  ■'^•-  dx  =    /      (u' (x )  cot  - X  dx . 
--=0     -^  ^0  ^ 

3.  Ainsi,  par  exemple,  si  p  et  ^  sont  des  entiers 
positifs,  dont  q  peut  être  nul,  on  a 

^ip,q)-J^    - — -^ dx 

r    sin'^/'.77  cos'/.r 

=   /      dx 

Jo         I  —  cosa? 

=   /      sin'^i'-'^x(cos7x-+- cos'/+ix)  dx. 
Or, 

/      sin2«a-cos2^.r  rf^  =    ^— r; —         ,  ^ —  , 

Jq  l  (a  -\-  b  -t-  I) 

/-•^    . 
donc 

(4)  F(p,im  —  i)  =  F(p,2m)--^--^ —^ — ^^ —- 

Soit  encore 

^{x)  =  I  —  cos"ar, 

et  appliquons  la  formule  (3).  On  a  ('  ) 


C(„)=    j   l=i^2ÏL^dx 


x'- 


cos"^'a?-&ina'cot  -  x  dx 


=  n  I     (cos'^-^x -h  cos"  x)  dx, 


(')  Four  cette    intégrale,  iwr   le    travail    de  T.    Stekan,    Zeit- 
schrift  fur  Math.  u.  Phys.  (Schlômilch),  Band  VII,  t.   1862,  p.  356. 
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d'où 

L,{n)  =  n (wpair). 

(5)        /  ^'        ^ 

■■■(?) '-a 

C(n)  =  n ; (n  impair). 


Posons  encore 


On  a  facilement 


,,     ,  I  9(37)  I  —  cos  par        sinp^r 

œ'rar)  cot -ar  H ^ — ■    —p r-^ — , 

'  1  I  —  cosar  I  —  cosar  sniar 

d'où,  par  les  identités  (2)  et  (3), 

G(p)=  r  (p-!i^)^ 

J    „\  sinar  /    a;2    / 

a    ./^       1  —  cosa:  2  ^ij       sina7 

SI  n  par    , 
sina: 

on  a  donc 

1  ^ip)=  \P'  (P  paii"), 

(  G(/j;  =  ^'(/>2_,)  (/jimpaii). 

4.  Mettons  />x  =j)^  dans  (6),  il  en  vient 
s  ayant  la  valeur  o  ou  i  suivant  le  cas.   On  conjecture 


(  '44  ) 

qu'on  doil  avoir 

11  n'est  pas  difficile  de  monlrer  que  II  —  ri(^)  tend 
vers  zéro  avec  i  \  p^  mais  il  est  plus  simple  de  déduire 
(7)  de  l'égalité 

en  faisant  tendre  jîi  et  a  vers  00  et  — c». 

0.  Jusqu'ici  les  nombres  p^  q,  fii,  n  sont  supposés 
entiers.  On  peut  lever  cette  restriction  des  formules  (4) 
et  (5),  mais  non  pas  de  (6).  Soit  en  effet  0(3?)  une  fonc- 
tion paire,  de  période  2-,  avant  une  racine  double  à 
Forigine,  et  telle  que  la  série 

.^      {X  H-  1  f'T.)'^  I  —  COSX 

I'  = 30 

puisse  s'intégrer  terme  à  terme  de  o  à  2-.  On  peut 
remplacer  les  deux  dernières  conditions,  si  l'on  veut, 
par  celle  plus  simple  quoique  plus  restrictive  que 
cp(:r)  :  X-  soit  bornée.  Alors 

o(-i-  —  x)  =  'f(x  —  ■?.-)  =  o{x), 
(.Voù 

Jq      j  —  cosa;  2  ^/^        1  —  cosa^ 

=  -    I        S(ar)  dx 


=.r 


cp(x) 


dx. 
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11  s'ensuit  que  les  identités  (2)  et  (3)  sont  encore 
valables.  En  examinant  les  démonstrations  de  (4)  et  (5), 
on  constate  que  />,  ^,  m,  n  peuvent  être  des  fractions 
positives  à  dénominateurs  impairs.  Il  faut  toutefois 
que  J9^  i  dans  (4),  et  que  n^  i  dans  (5). 

Wolstenholme  (*)  donne  l'énoncé 

qui  équivaut  à  (8). 


SOLUTIONS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES. 


1710. 

•1896,   p.  56;  1917,  p.  2U-) 

Une  série  de  bougies^  de  compositions  et  de  hauteurs 
différentes^  sont  posées  verticalement  sur  une  table  et 
allumées  au  même  instant.  Démontrer  :  i°  que  généra- 
lement le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  les 
bougies  décrit  une  série  d'arcs  d'hyperboles  successives; 
i"  qu'à  un  instant  quelconque  l'hyperbole  correspondante 
a  une  asymptote  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité primitif  des  parties  consumées  des  bougies  qui 
brûlent  encore  à  l'instant  considéré.  Walton. 

SoLlTION 
Par  M.  R.  Goormaghtigh. 

Soient  a,,  P/,  0  les  coordonnées  des  points  P,où  sont  posées 
(')  Mathematical  Problems,  1919  (23),  p.  332,  a*  édition  (1878), 
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les  bougies  B,-  de  longueurs  Zj,  im  les  masses  par  unité  de 
longueur  des  bougies;  pendant  le  temps  t  la  longueur  de  la 
bougie  B/  est  réduite  de  X,^,  X/  étant  un  coefficient  dépendant 
de  la  composition  de  la  bougie  Bj,  supposée  homogène.  Les 
centres  de  gravité  des  bougies  ont  pour  coordonnées  "*^\ 


P:-.    i{'r 


Ift 


et  sont  affectés  de  masses  Xj(/,  —  X/^.  Les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  G  du  système  formé  par  les  bougies  sont 
donc 

^~        2/,;ji/— <SX[Ji;       '         ^  :ùliiii—ty:liixi 

_   r^S;x/X?—  2J?S/,X,[JL/-4-  ^lijlf  . 

^~  2(S/,-{X/—  «XX^IJl/)  ' 

les  signes  sommatoires  s'étendent  à  toutes  les  bougies  qui 
brûlent  encore  à  l'instant  /,  et  les  sommes  qu'ils  représentent 
changent  quand  t  prend  une  des  valeurs  /,•:  X,.  Les  équations 
paramétriques  qui  précèdent  montrent  que  le  lieu  de  G  se 
compose  de  coniques.  Considérons  celle  relative  à  un  inter- 
valle compris  entre  deux  valeurs  consécutives  de /j  :  X,.Quand 
le  paramètre  est  infini,  z  est  infini  et  les  expressions  de  xel  y 

s'écrivent. 

Sa,X,;jt,;  SP/X,;jL,- 

SX,-;JL,   '  ^hiJ.'    ' 

ce  sont  les  coordonnées  de  la  projection,  sur  le  plan  a:y,  du 
centre  de  gravité  primitif  y  des  parties  consumées  des  bougies 
qui  brûlent  encore  pendant  l'intervalle  considéré,  puisque  le 
centre  de  gravité  primitif  de  la  partie  consumée  de  B,-  était 
affecté  de  la  masse  [x/X/i.  Par  conséquent,  pour  les  valeurs 
de  t  comprises  entre  deux  valeurs  consécutives  de  li'.Xiy 
G  décrit  une  hyperbole  dotit  une  asymptote  est  la  verticale 
menée  par  le  point  y  correspondant. 

Autres  solutions,  de  MM.  H.  Brocard,  P.  CarissAn  et  P.  FaC- 
CHEUx.  —  M.  Brocard  fait  très  justement  remarquer  qu'ici  le  zéro 
caractérise  une  discontinuité,  et  non  une  transition:  et  que  c'est 
probablement  ce  fait  qui,  a  retardé  si  longtemps  la  solution. 
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1721. 

(  1896,  p.   lâî  ;  1917,  p.2l4.)     . 

Déterminer  an  polynôme  entier  du  degré  n,  /'^{x),  tel  que 
le  résidu  de  la  fonction 

-  )  (m  nombre  entier  positif) 

xj  i  —  x'"-  -  ^  ' 

relatif  au  point  x  =  o  soit  égal  à  zéro  quand  m  et  n  sont 
différents,  et  à  l'unité  quand  ni  =  n.  J.   Franel.   , 

Solution 
Par  M.  L.  Varchon. 

I.  Développons,  autour  du  point  x  =  o,\a  fonction • 

On  a 

(i  —  ar'«)-i=:  r  -T-  x"^  -h  x^"^  -h  x^"^  -h .  .  .-ha7(^'-"'"-t-.  .  . 
et 

=  .T'"-!  ^  X-'"  -^  -h  X^'"-^  -^.  .  .-h  X^"^-^  -4-.  .  .  , 


ces  développements  sont  valables  dans  le  cercle  de  rayon   i^ 
autour  du  point  x  =  o.  On  a,  d'autre  part, 

/.,  /  i\        .         A,      A2      A,  A„ 

fui   -       =  AoH H  — -+-— -H...-+-  -— • 

\x  /  X       x^      .r-*  .r'' 

Le     terme     de     moindre     degré     dans     le     développement 

(I  \     x"'~^ 
—  j  est  X,iX"^-^~^.  Pour    que  le   point  a*  =  o 

soit    un    pôle,   il   faut  que  le  degré  de  ce  terme  soit  au  plus 
égal  à  — I.  On  doit  donc  avoir  ,,  .    . 


Si  nous  faisons  m  =  n,  le  développement  de  la  partie  infinie 

se  réduit  à  — ^:doncA„=  i. 

■.  ■  X 

Pour  déterminer   les   autres   coefficients,    nous  <ïonnerons 
à  m   siïccessiveraent  les  valeurs  n  —  1,  n — 2,  ...i.  Ea  écri- 
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vaut  chaque  fois  que  le  coefficient  de  -  dans  le  développement 
est  nul,  nous  aurons  n  —  i  équations  de  la  forme 

(i)  A,„-i- Aow-H  Ao,„-i-.. .  =  o, 

qui  nous  permettront  de  déterminer  les  n  —  i  coefficients 
A,j_i,  A„_2,  A„_3,  ...,  Ai;  car,  chaque  équation  du  système 
renfermant  une  nouvelle  inconnue  qui  n'entre  dans  aucune 
des  précédentes,  le  déterminant  se  réduit  à  son  ternje  prin- 
cipal qui,  dans  ce  cas,  est  l'unité. 

Nous  avons  ainsi  un  système  d'équations  linéaires  qui  dans 
chaque  cas  particulier  nous  permettra  de  calculer  les  coeffi- 
cients du  polynôme  y'„  (37). 

Nous  allons  maintenant  aborder  la  résolution  du  système 
des  équations  (i)  dans  le  cas  le  plus  général. 

II.  Considérons  d'abord  les  valeurs  de  m  qui  ne  divisent 
pas  n:  les  équations  correspondantes  ne  renfermeront  pas  A„ 
ni  aucun  des  coefficients  dont  l'indice  soit  diviseur  de  n.  Si  N 
est  le  nombre  des  diviseurs  de  n,  nous  aurons  ainsi  un  système 
(\t  n  —  N  équations  linéaires  et  homogènes,  distinctes  puis- 
qu'elles font  partie  du  système  considéré  au  paragraphe  I, 
pour  déterminer  les  n  —  N  coefficients  correspondants;  donc 
ces  n  —  N  coefficients  sont  nuls. 

III.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  coefficients  A,„  dont 
l'indice  m  est  diviseur   de  n.  Considérons  d'abord  les  valeurs 

de  m  telles  que  —  =  a  soit  un  nombre  premier.  Désignons 
par  Da  une  telle  valeur;  on  a  -  =  Da,  et  l'équation  (i)  devient 

Ad„-1-  AîD^-f-  A3D^-H.  .  .-t-  A(a-i)i)„-+-  A„=o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  résultats  du  para- 
graphe II, 

Ai)„-+- A„=  o, 
d'où 

Ad,.--I  =(-!)'. 

Faisons  maintenant  ni  =  Dj,p,  en  désignant  par  D^p  le 
quotient  de  n  par  le  produit  de  ses  deux  diviseurs  premiers  a 
et  ^.  Dg(â  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  D,; 
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et   D^;   en   tenant  compte  des   résultats    du    paragraphe    II, 
l'équation  (i)  peut  alors  s'écrire 

Ai,^2-(- Ad„Ap,A„=  o, 
d'oij 

V.s= '  =  (-')'• 

Appelons,  pour  plus  de  simplicité,  «  diviseur  principal 
d'ordre  k  »,  le  quotient  de  n  par  le  produit  de  /c  facteurs  pre- 
miers différents.  Nous  venons  de  voir  que  les  coefficients  dont 
l'indice  est  diviseur  ])rincipal  du  premier  ordre  sont  éjjaux 
à  ( — i)',  que  ceux  dont  l'indice  est  diviseur  principal  du 
deuxième  ordre  sont  égaux  à  ( — i)^;  la  loi  est  générale  et  les 
coefficients  dont  l'indice  est  diviseur  principal  d'ordre  k  sont 
égaux  à  ( —  i)^  ;  pour  le  montrer,  il  suffit  d'établir  que  si  la  loi 
est  vraie  pour  k  ^=  p  —  i,  elle  est  vraie  pour  k  =  p. 

Soit  donc 

i-'a,a,...«,, —  — ~ 


un  diviseur  principal  d'ordre/?;  il  est  facile  de  voir  que  Daiai-a, 
est  diviseur  d'autant  de  diviseurs  principaux  d'ordre  g,  qu'il 
y  a  de  combinaisons  g  à.  q  des  p  lettres  ai,  ao,  ...,  a^, 
soit  Cjj . 

En   faisant   /«  =  Da,a....a,,  dans    l'équation    (i),  et   en    rem- 
plaçant les  coefficients  connus  par  leurs  valeurs  on  obtient 

'  +  G/,(-  i)?-f-. .  .^-  Cj,(-  1)2+  c;.(-  I)  =  o. 
Or  on  a 

+  c;5(- 1)7+.. .+  g^(_,)^+g;x- !)=[(- g- ij"  =  o, 

d'où 

Al,  =(—i)p. 

IV.  Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  des  diviseurs  de  n  qui 
ne  sont  pas  des  diviseurs  principaux;  soit  d  un  tel  diviseur. 

Considérons   le   quotient-^  et   soient    ai,  a2,    ...   X/,  tousses 

diviseurs    premiers   distincts,  d  divise  alors   le    diviseur  prin- 
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cipal  d'ordre  p,  Da,a„...a,i  6t  c'est  le  seul  diviseur  principal 
d'ordre/»  qu'il  divise. 

Supposons  d'abord  que  le  quotient  de  Da,a.,...a,  pai'  d  io'xX. 
un  nombre  premier  aj  par  exemple.  En  faisant  /?i  =  <fdans 
l'équation  (i),  on  aura  au  premier  membre  :  le  coefficient  A^, 
puis  des  coefficients  dont  l'indice  est  le  produit  de  d  par  un 
multiple  de  otj  et  dont  la  somme  est  nulle  en  vertu  de 
l'équation  (2);  puis  des  coefficients  dont  l'indice  est  le  pro- 
duit de  rf  par  les  diviseurs  du  produit  7.5 a3...ap, ce  qui  revient 
au  même,  le  quotient  par  aj  d'un  diviseur  principal  d'ordre 
inférieur  à  /?;  enfin  nous  aurons  d'autres  coefficients  qui  seront 
tous  nuls  en  vertu  du  paragraphe  II. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  considérer  le  cas  où  d  ^=  d\ 
ne  divise  que  des  diviseurs  principaux  d'ordre  inférieur  à  p 
et  finalement  le  cas  où  il  ne  divise  qu'un  diviseur  principal  du 
premier  ordre,  D^  par  exemple. 

On  a  alors 

dr,=  ^. 

Si  nous  faisons  successivement  X  =  i,  2,  3.  .  .  et  que  nous 
portions  les  valeurs  obtenues  dans  l'équation  (i),  nous  aurons, 
en  tenant  compte  des  résultats  connus  : 

A,/,  -1-  Ai)^  -i-  A„  =  o,         d"où         A,/,  =  o; 

A ,/,  -+-  A,/,  -f-  Ad^  -I-  a  „  =  o,  »  A,/^  =  o; 

Ar/j  -T-  A,/„  -f-  A,/j  -\-  Ai)^  -f-  A,j  =  o,  »  S.,1^  —  o, 

et  d'une  façon  générale  A,/^  =  o. 

Admettons  maintenant  que  le  coefficient  A/„  soit  nul  pour 
toute  valeur  de  /?i,  non  diviseur  principal,  mais  qui  divise  un 
diviseur  principal  d'ordre  {p  —  i)  au  plus.  Le  coefficient  A^/, 
considéré  plus  haut,  où  d  est  le  quotient  d'un  diviseur  prin- 
cipal d'ordre  />,  par  un  nombre  premier,  est  évidemment  nul. 

De  même  si  nous  considérons  !e  diviseur  d'  quotient  d'un 
diviseur  principal  d'ordre/)  par  le  produit  de  deux  nombres 
premiers,  différents  ou  non,  et  si  nous  faisons  m  =  d'  dans 
l'équation  (i),  nous  aurons  au  premier  membre:  le  terme  A,/-, 
puis  des  coefficients  dont  l'indice  est  le  diviseur  principal  con- 
sidéré ou  ses  multiples  et  dont  la  somme  est  nulle;  enfin  des 
termes  qui  sont  tous  nuls,  soit  parce  que  l'indice  est  le  quo- 
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tient  d'un  diviseur  principal  d'ordre  p  par  un  nombre  premier, 
ou  que  cet  indice  ne  divise  que  des  diviseurs  principaux, 
d'ordre  inférieur  à  p,  soit  parce  que  ce  sont  des  termes  con- 
sidérés au  paragraphe  II.  Donc 

Arf'  =  o. 

On  voit  alors  facilement  comment  on  peut  démontrer  de 
proche  en  proche  que  tout  coefficient  dont  l'indice  est  un 
diviseur  non  principal  de  n  est  nul. 

En  résumé  le  polynôme  yjj (a?)  sera  déterminé  de  la  façon 
suivante  :  tout  coefficient  dont  l'indice  est  égal  au  quotient 
de  n  par  le  produit  de  p  de  ses  facteurs  premiers,  ces  facteurs 
premiers  étant  tous  différents,  est  égal  à  ( —  i)P  ;  tous  les  autres 
coefficients  sont  nuls,  à  l'exception  de  Ao  qui  est  arbitraire. 

En  particulier,  si  n  est  premier,  on  ne  peut  avoir  que  p  =  o 
ou  p  =  I,  ce  qui  donne,  pour  /?  ^  o, 


pour  /?  =  I, 
et 


A„  ■ —  !  , 

Ai  =  -i 

fu(x)  =  x'^—x+  Ao. 

Autre  solution  par  M.  L.  Poli. 

2244. 

(1913,  p.  143.) 

Etant  donné  un  parallélépipède  à  base  carrée  et  le 
cylindre  circulaire  droit  qui  lui  est  circonscrit^  on  consi- 
dère le  solide  que  l'on  obtient  en  unissant  la  base  infé- 
rieure de  l'un  à  la  base  supérieure  de  l'autre  au  moyen 
de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur 
le  contour  de  chacune  de  ces  bases  et  dont  le  prolongement 
rencontre  l'axe  commun  des  deux  solides  donnés.  Evaluer 
le  volume  du  solide  ainsi  engendré  en  fonction  du  côté  c 
de  la  base  du  parallélépipède  et  de  sa  hauteur  h.  On  cal- 
culera le  coefficient  numérique  qui  entre  dans  cette  exprès- 


(  i^^  ) 

sion  à  o,oooi  près,  et  l'on  se  rendra  compte  de  l'erreur 
relative  que  l'on  commettrait  en  substituant  au  volume 
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ainsi  obtenu  la  moyenne  des  volumes  du  parallélépipède 
et  du  cylindre.  M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  M.  Philbert  du  Plessis. 


La  surface  qui  limite  latéralement  le  solide  se  compose  de 
quatre  fragments  de  surfaces  géométriquement  distinctes, 
d'ailleurs  identiques.  Chacune  d'elles,  engendrée  par  une 
droite  qui  rencontre  un  cercle,  l'axe  de  ce  cercle  et  une 
droite  parallèle  au  plan  de  ce  cercle  est  une  arrière-voussure 
de  Montpellier. 

Faisons  l'épure  de  ce  solide.  Toute  génératrice  rectiligne 
de  sa  surface  latérale  rencontrant  l'axe  projeté  horizontalement 
en  O,  a  une  projection  horizontale  ab  passant  par  O,  d'où  la 
projection  verticale  a' b'  coupée  en  m'  par  un  certain  plan 
horizontal  H'.  En  projection  horizontale,  le  lieu  du  point  ni 
fait  connaître,  en  vraie  grandeur  la  section  du  solide  par  le 
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plan  H'.  On  a  immédiatement 

bin         b' ni         p'  [jl' 


ba 

b'  a' 

ou,  si  l'on  pose  0 

m  —  p, 

c 

''' 

2  COSOJ 

c 

c 

7^' 

'i.  cusco 

c'est-à-dire 

c 

{'■-■-. 

\  COS  OJ 

pniiatioii    dp    la 

"orme    i 

A 

B   qui,    en    coordonnées 

polaires  définit  une  conchoïde  de  Nicomède  (conformément 
à  l'énoncé  de  la  question  2243,  résolue,  I<jl6,  p.  44  0-  O"  ^" 
déduit,  pour  l'aire  du  secteur  de  la  courbe  compris  entre  Oi 
et  0  a, 

J^  w  •>    r  _ 

'       o2  dtM  =  — j—  \{h  —  z  )^  tan<^^^i  -h  2  \/2z{h  — z)ln 

Xlangf^-^)^2.-co], 

/ft  désignant  un  logarithme  népérien. 

Faisant  'u  =  —  et  multipliant  par  8.  on  a  pou  r  l'aire  totale  S 
4 

de  la  section  du  solide  par  le  plan  H', 


«  =  S 


(  I  —  2  y/^X-^ -- j  c2-f-  -2  (y/aX—  i)  /i5  -i-  /'M  , 

où  l'on  a  posé 

X  = /n  lang  — ^  =  o,88i36. 
8 

Il  vient  ensuite,  pour  le  volume  demandé, 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  l.  .\1\.  (Avril  1919.)  12 
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ou,  en  remplaçant  X  et  t.  par  leurs  valeurs, 
V  =  1 ,2724  c2/i. 

La    demi-somme    des    volumes    du    parallélépipède    et    du 
cylindre  est 

V'=  -  {  H-.7)  c^/i  =1,2854  c-/î. 

En  prenant  la  valeur  V"  au  lieu  de  V  on  commettrait  donc, 
par  excès,  une  erreur  relative  de 

1,2854—1,2724  „ 

=  0,01 3. 


1,2724 
2306  et  2307. 

(J917,  p.  79.) 

2306.  Soient  OA  e<  OB  deux  tangentes  rectangulaires 
d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussenients  (H3).  Une 
conique  quelconque  qui  touche  OA  et  OB  a,  avec  (  H3  ), 
quatre  autres  tangentes  communes.  La  parabole  qui  les 
touche  a  pour  foyer  le  symétrique  de  O  \par  rapport  au 
centre  de  la  conique  et  son  axe  est  parallèle  à  la  tan- 
gente à  (  H3)  issue  de  0.  F.  Balitrand. 

2307.  On  considère  une  conique  quelconque  tangente  en 
un  point  O  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
nients (II3).  Elle  a,  avec  (H3),  quatre  autres  tangentes 
communes.  La  parabole  qui  les  touche  a  pour  foyer  le 
symétrique  de  O  pur  rapport  au  centre  de  la  conique  et 
son  axe  est  parallèle  à  la  tangente  à  (H3)  issue  de  O. 

F.  Balitrand. 
Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Ces  questions  sont  des  cas  particuliers  de  la  proposition 
suivante  : 

Soient  OA  et  OB  deux  tangentes  quelconques  d'une 
hypocycloïde  a  trois  rebroussenients  (H3).  Une  conique 
quelconque  qui  touche  OA  et  OB  a,  avec  (H3),  quatre  autres 
tangentes  communes.   La  parabole  qui   les  touche  a  pour 
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foyer  le  symétrique  de  O  par  rapport  au  centre  de  la 
conique  et  son  axe  est  parallèle  à  la  tangente  à  (H3)  issue 
de  0. 

En  effet  soient  OA  et  OB  les  axes, 

(H3)  =  \v(u--\-  u^ —  aat'cosO)  -+-  m>{a.u  -4-  ^t»), 

la  conique  considérée  sera 

(  r  )  =  i<u  -t-  (V  (  A  «  -H  B  p  -1-  G  «V  )  =  o. 

Les  tangentes  communes  à  ( H3 )  et  (F)  autres  que  OB,  OA, 
touchent  la  parabole 

(t:)  =  (î<2_(_p2_  ^in>  cosO)  —  (a. «-4-^1^)  (A«-l-  Bt-'-i-Cnp-)  =0. 

(tt)  a  pour  foyer  le  point 

A  M  -1-  B  (•  -t-  G  w  =  o  ; 
le  point  à  l'infini  sur  son  axe  est 

a  K  -1-  j3  «^  =  o  ; 

(c)  a  pour  centre  le  point 

Ajf-i-Bç^-l-2Cw  =  o, 

et  le  point  à  l'infini  sur  la  troisième  tangente  à  (H3)  issue  de 
O  est 

a  «  -H  pP  =0. 

La  proposition  est  démontrée. 

Autres  solutions,  de  MM.  M. -F.  Egan  et  J.  Lemaire. 

2308. 

(1917,  p.  7a) 

Soient  M  un  point  d^une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
nients  H3  et  O  le  centre  de  son  cercle  tritangent.  On  mène 
à  la  courbe  la  tangente  MT  issue  de  M  et  l'on  joint  MO. 
Démontrer  que  les  angles  ^  et  (.0,  que  font  avec  ia  tangente 
en  M  les  droites  MT  et  MO,  sont  liés  par  la  relation 

tang6  =  3  tangw. 

F.   Balitrand. 
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SOLITION 
Par  M.  M. -F.  Egan. 

Un  cercle  (G)  de  rayon  a  roule  dans  un  cercle  (D)  de 
centre  0  et  de  rayon  3  a.  Soient  B  le  point  de  contact  des  deux 
cercles,  A  le  point  de  (G)  opposé  à  B,  IM  le  point  correspon- 
dant de  (H;j).  AM  est  la  tangente  à  (H^)  en  M.  Abaissons  la 
perpendiculaire  OR  sur  AM. 

On  démontre  sans  peine  que  la  tangente  à  (H3)  issue  de  M 
est  parallèle  à  OAB,  donc  6  =  OAR. 

D'autre  part,  les  triangles  OAR,  BAAI  sont  semblables, 
donc 

AM  =  2AR,         RM  =  3AR, 
d'où 

tange  =:  OB  :  AR  =  30R  :  RM  =  Stangw. 

C.    Q.    F.    D. 

Autres  solutions,  de  MM.  W.  Boiivaist,  B.  Goormagiitigii, 
J.  Lkmaire  et  M.  Fauchkux. 

2309. 

(  1917,  |).  80.) 

D'un  point  P  on  mène  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements  les  trois  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont 
A,  B,  G.  Démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
PAB,  par  exemple^  admet  pour  tangente  en  V  la  conju- 
guée harmonique  de  PC  par  rapport  à  PA  et  PB. 

F.  Balitrand. 
Solution 
Par  M.  R.  Goormaghtigh. 

Les  tangentes  PA,  PB,  PC  sont  les  hauteurs  d'un  triangle 
aj^Y  quia  l'hypocycloïde  donnée  pour  hypocycloïde  deSteiner, 
et  les  longueurs  PA,  PB,  PC  sont  respectivement  égales  aux 
hauteurs  de  ce  triangle.  On  déduit  de  là,  en  considérant  une 
inversion  de  centre  P,  qu'une  parallèle  à  la  tangente  en  P  au 
cercle  PAB  détermine  sur  PA  et  PB  des  segments  PA',  PB' 
proportionnels  à  py  et  ay,  donc  inversement  proportionnels 
aux  sinus  des  angles  de  PC  avec  PA  et  PB.  Par  conséquent, 
le  milieu  de  A'B'  appartient  à  PC;  il  en   résulte  que  la  tan- 
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gente  en  P  au  cercle  PAB  est  la  conjuguée  harmonique  de  PC 
par  rapport  à  PA  et  PB. 

Autres  solutions,  de  MM.  R.  Bouvaist,  M.-F.  Egan  et  J.  Lemaire. 
2310. 

(1917.  p.  80.) 

On  considère  une  tangente  fixe  d'une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements  (H3).  Démontrer  que  les  couples  de 
tangentes  rectangulaires  à  l'hyporycloïde  déterminent 
sur  cette  tangente  fixe  des  segments  qui  ont  tous  même 
point  milieu.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Pour  la  démonstration  demandée,  il  y  aura  avantage  à  se 
reporter  tout  d'abord  à  la  solution  de  la  question  2311,  dont 
l'énoncé  2310  devient  manifestement  un  corollaire. 

En  elTet,  adoptant  les  notations  de  la  réponse  2311,  soient 
OEA  une  tangente  fixe  à  (H3);  PIC,  PJD  deux  autres  tan- 
gentes rectangulaires  rencontrant  OEA  en  G'  et  D'.  OA  étant 
une  corde  de  l'hyperbole  équilatère  de  centre  P  et  d'asvmp- 
toles  PC,  PD,  on  sait  que  le  milieu  E  de  OA  est  aussi  le 
milieu  de  CD'. 

Si  deux  autres  tangentes  rectangulaires  partent  d'un  autre 
point  P'  du  cercle  (K),  les  deux  nouveaux  points  C",  D"déter- 
uiinés  sur  OA  auront  encore  leur  milieu  en  E. 

Plus  simplement,  mais  toujours  d'après  la  description  des 
hyperboles  du  n"  2311,  toutes  ces  courbes  admettront  pour 
cordes  communes  OA ,  OB,  AB,  dont  les  milieux  I,  J,  L  sont 
aussi  les  milieux  des  segments  de  ces  cordes  compris  entre  les 
asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  équilatères  circonscrites 
au  triangle  OAB. 

Autres  solutions,  de  MM.  K.  Bouvaist.  M.-K.  Ega\,  R.  Goormagh- 
TiGH  et  J.  Lemaire. 

2311. 

I  1917,  p.  80.) 

Soient  OA  et  OP,  PC  et  PD  deux  couples  de  tangentes 
rectangulaires  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
(H3);  \  et  B,  C  et  D  étant  les  points  de  contact  de  ces  tan- 
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gentes  :  démontrer  qu'il  existe  une  hyperbole  équilatère 
circonscrite  au  triangle  OAB  et  ayant  pour  asymptotes 
les  droites  PC  et  PD.  F.  Balitrand. 

•     Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  proposition  paraît  pouvoir  être  formulée  d'une  autre 
manière. 

Soient  (K)  un  cercle  donné  (*),  qui  sera  tritangent  à  (H3); 
MY  la  tangente  en  M  à  ce  cercle;  O  un  point  du  même  cercle; 
ME  l'arc  moitié  de  MO  et  pris  de  l'autre  côté  du  diamètre  MX 
du  cercle  et  de  (H3). 

On  sait  que  la  corde  OE  est  tangente  à  (  H3)  en  un  point  A 
symétrique  de  O  par  rapport  à  E. 

Soit  EKF  le  diamètre  mené  par  E.  La  corde  OF  sera  tan- 
gente à  (H3)  au  point  B  symétrique  de  0  par  rapport  à  F. 
AB  est,  par  construction,  parallèle  à  EF  et  double  de  EF. 

Soient  P  un  autre  point  pris  sur  le  cercle  (K)  et  MJ  l'arc 
moitié  de  MP.  La  corde  PI  sera  tangente  à  (H3)  au  point  G 
symétrique  de  P  par  rapport  à  I,  et  la  corde  PJ  perpendicu- 
laire à  PI  sera  tangente  à  (H3)  au  point  D  symétrique  de  P 
par  rapport  à  J. 

Il  reste  à  construire  l'hyperbole  équilatère  de  centre  P, 
d'asymptotes  PC,  PD  et  circonscrite  au  triangle  OAB  rec- 
tangle en  O. 

Cette  construction  est  possible,  car  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  OAB  est  le 
cercle  d'Euler,  ici  le  cercle  EMOF  qui  passe  au  point  P. 

Autres  solutions  (comme  à  2310). 


QUESTIONS. 


240i.   Soient  Tj  la  sinusoïde  d'équation 

/        ./; 
y  =  a  {  cos I 

\        a 

r2  la  chaînette  d'équation 

a(   ^         --         \ 
Y  =  -  \  e"  -\-  e    "  —  2  7, 

■j. 

(  '  )  Le  lecteur  esL  prié  de  faire  la  figure. 
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Ts  la  cycloïde  définie  par 

a:  =  (i(6-i- sin6),         j  =  a(i— cos6). 

Chacune  de  ces  courbes  admet,  en  son  sommet  O,  où  elle 
est  tangente  à  Ox,  une  conique  suiosculatrice  (contact  du 
cinquième  ordre)  yi,  Y2  ou  Y3. 

Soient,  de  plus,  G  le  point  de  Oy  d'ordonnée  ^  =  3a, 
0  et  ô'  les  droites  issues  de  O,  qui  font  entre  elles  un  angle 
de  60"  et  sont  symétriques  par  rapport  à  Oy. 

Chacune  des  coniques  yi,  72  et  Ys  a  pour  centre  le  point  C. 
En  outre,  Yi  a  ses  points  à  l'infini,  Y2  ses  sommets  du  petit 
axe,  Ys  ses  foyers,  sur  0  et  0'  (et,  par  suite,  les  sommets  du 
petit  axe  de  Y2  coïncident  avec  les  foyers  de  Ys)- 

M.  d'Ocagne. 

2403.  L'équation 

/  a  \  "' 

1    —    ^-j         —(^37)"   =  0, 

a  et  3  étant  des  quantités  positives,  a  deux  racines  positives, 
si 

-  >  (a3)""'. 


On  a 


(  m  -\-  n)' 


rnn 

i\"^+"  ^  /n"'n" 

(m  ■+-  n)'"-^« 

A.  Pellet. 


> ...■^..    >    (-) 


2406.  Si  l'équation,  où  les  a  et  [j  désignent  des  quantités 
positives, 

i =1  ;= 1 

a  deux  racines  positives,  la  plus  petite  est  inférieure  à  3,4 3t  et 

la  plus  grande  supérieure  à  rr~7Tj  '  ^  désignant  la  plus  grande 

0,4,-* 

des  quantités  a/  et  3  la  plus  grande  des  quantités  [iy. 

Si  l'on  a  1  >  gajj,  le  premier  membre  de  cette  équation  est 

positif  pour  x  compris  entre  3a  et  —7:.  A.  Pellet. 

2407.  L'étude  de  l'équation   modulaire  conduit  à  ce  théo- 
rème : 


(    it)c»  ) 
Soit  la  série  liolomorphe 

f{x)  =  x'^-\-  «la^^+i-t-.  . .-+-  a„a:^"-4-.  . ., 
les  coefficients  a  étant  quelconques  ;  l'équation  f'*(x) —  i  =  o, 
autrement  dit  l'une  des  quatre  équations  : 

/(.r)=r,        /(.r)=-,, 
./(a7)-t-  v/  — 1  =  o,         /(a;)— y/ -  I  =  o, 
a  une  racine  de  module  inférieur  à  \/  'i.,  ou   la  série  est  diver- 
gente pour  x=  s/  ■>..  A.  Pei.let. 

2408.  Sur  la  normale  en  un  point  donné  Mu  d'un  parabo- 
loïde  on  prend  un  point  P  :  on  peut  mener  de  ce  point  quatre 
autres  normales  à  la  surface;  le  point  P  se  déplaçant  sur  la 
normale  en  Mo,  l'enveloppe  des  sphères  qui  passent  par  les 
pieds  des  quatre  normales  est  un  ellipsoïde  de  révolution 
dont  le  centre  est  sur  l'axe  du  paraboloïde,  avec  l'abscisse 

XQ  +  (p±q) 
j 

2 

et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  projection  de  la  normale  en  Mo 
sur  le  plan  tangent  au  sommet  de  la  surface  (';. 

G.    F'ONTEN'É. 

2409.  Si  deux  triangles  sont  à  la  fois  homologiques  et 
orthologiques,  les  deux  centres  d'orthologie  sont  sur  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  d'homologie  sur  l'axe  d'homo- 
logie. 

Application.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  inverses 
par  rapporta  un  triangle  ABC,  u-i  [jl,  |jl3,  [jl[  [jl^  I^j  leurs  pro- 
jections sur  BC,  CA,  AB;  si  les  droites  Ajjlj,  B;ji2,  C[Xi  et 
A[i', ,  B[X2,  CjJLj  sont  concourantes,  elles  se  coupent  sur  MM' 
et  les  axes  d'homologie  des  triangles  ABC,  [Xj  fji.2  [H,  ABC 
et  [i-i  [Xj  [jLj  sont  perpendiculaires  à  MM'.       R.  Bouvaist. 

2410.  Construire  une  conique  connaissant  un  point  M,  le 
cercle  osculateur  en  ce  point  et  deux   tangentes   (ou   deux 

points).  A.    PlîLLET. 

(')  Le  lieu   des  centres  de  ces  sphères  a  été  demande  au  Con- 
cours général  pour  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  en   i883 
voir  A'.  A.,  i88^,  p.  /J^S). 


(    i6i    ) 


IR4] 

SUR  LA  METIIODK  \)ï  POI\CARE 

POIIH  ÉTIJUIEK  LA  STABILITÉ  DE  L'ÉQlilLIBIIE  ; 

Par  m.  p.  APPELL. 


.  ï.  Poincaré  a  donné,  pour  étudier  la  nature  des 
positions  d'équilibre  d'un  système,  une  métliode 
remarquable  basée  sur  la  considération  des  fifj;ures  de 
bifurcation,  des  figures  limites  et  des  échanges  de 
stabilité.  Celte  méthode  est  exposée  dans  le  Mémoire 
Sur  l'équilibre  dune  /nasse  fluide  [Acta  mathe- 
matica,  t.  VU),  et  dans  l'Ouvrage  de  Poincaré  : 
Figures  d^ équilibre  d'une  masse Jluide  (Paris,  Gau- 
thier-Villars)  ;  elle  est  indiquée  dans  une  Notice  que 
je  publie  cette  année  dans  V Annuaire  du  Bureau  des 
Longitudes  (içjiq);  elle  sera  exposée  dans  le  Tome  JV 
de  mon  Traité  de  Mécanique  rationnelle. 

Je  me  borne  ici,  en  vue  de  l'enseignement  de  spé- 
ciales et  de  licence,  à  exposer  la  méthode  dans  le  cas 
le  plus  simple  et  à  en  donner  des  exemples  élémen- 
taires. 

II.  Imaginons  un  système  matériel,  à  liaisons  sans 
frottement,  dont  la  position  dépend  d'une  seule  coor- 
donnée q;  admettons  que  les  forces  données,  qui 
agissent  sur  le  système,  dérivent  d'une  fonction  des 
forces  U(^,  X)  contenant,  outre  q,  un  autre  para- 
mètre )^  indépendant  de  q. 

On  sait  que  les  valeurs  de  q  correspondant  aux 
positions  d'équilibre,  pour  une  valeur  donnée  de  A, 
s'obtiennent  en  cherchant  les  valeurs  de  q  qui  rendent 

Ann.  de  Malhéinat.,  4*  série,  t.  XIX.  (Mai  1919.)  i3 
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U(^,  À)  maximum  ou  minimum;  à  une  valeui- de  q 
rendant  \J  maximum,  correspond  une  position  d'équi- 
libre stable. 

Ceci  étant  rappelé,  la  condition  d'équilibre  est 
donnée  par  l'équation 

Considérons  deux  axes  Oq  et  Oa  {/ig-  i)  et  cons- 
truisons par  rapport  à  ces  axes  la  courbe  '^{q-,  a)  =  o. 
Pour  une  valeur  donnée  de  A,  q  a  plusieurs  valeurs 
donnant  des  points  A,  B,  C,  ...  de  la  courbe.  A  cha- 
cune de  ces  valeurs  répond  une  position  d'équilibre 
qu'on  peut  caractériser  par  le  point  correspondant  de 
la  courbe  œ  =  o.  Quand  \  varie  d'une  manière  continue 
en  croissant,  chacun  de  ces  pcnnts  décrit  une  branche 
de  courbe;  on  a  ainsi  des  séries  linéaires  de  figures 
d'équilibre. 

Supposons  que  pour  X  =  Ao=OPo,  deux  valeurs 
de  q  deviennent  égales  et  que  ces  valeurs  se  séparent 
de  nouveau  pour  a  >>  )vo  de  telle  façon  que  la  courbe 
préseule  un  point  double  E  :  à  ce  point  correspondra 
une  position  d'équilibre  de  bifurcation  où  deux  séries 
linéaires  A  et  B  se  croisent.  Supposons  au  contraire 
que  deux  valeurs  de  q  correspondant  aux  points  Cet  D 
deviennent  égales  pour  A=  A,  =  OPt ,  puis  imaginaires 
pourÀ>>X,  :  alors  la  position  correspondante  L  est 
une  position  d'équilibre  limite.  Il  peut  arriver  qu'une 
position  H  soit  à  la  fois  limite  et  de  bifurcation  si, 
pour  une  certaine  valeur  X  =  À2=OP2  trois  valeurs 
de  X  correspondant  aux  points  P,  Q,  R  devenaient 
égales,  de  façon  que  P,  Q,  R  se  confondent  en  un 
point  H  où  passe  une  branche  simple  Q  qui  continue 
et  une  branche  PR  à  tangente  verticale  :  alors  pour 
A  >>  )v2,  ^  n'aurait  plus  qu'une  valeur  réelle.  Le  point  H 


(  l^is  ) 

est  à  la  fois  une   position   limite  et  une  position  de 
bifurcation. 

Il  pourrait  arriver  inversement  que  pour  X^Ag^OPj 
{flg-  I,  IV),  trois  valeurs  de  cj  soient  éoales,  dont  une 


Fig.  I. 

seule  existerait  pour  X<:^X:!,  les  trois  étant  réelles 
pour  X^).3.  Le  point  correspondant  K  serait  à  la  fois 
limite  et  de  bifurcation,  mais  il  serait  limite  pour  des 
valeurs  de  \  décroissantes  jusqu'à  A3. 

La  courbe  es  =  o  divise  le  plan  en  deux  régions; 
dans  la  première,  la  fonction  f  (^,  \)  est  positive  :  elle 
est  couverte  de  liacliures;  dans  la  seconde  ©(^,  )^)  est 
négative.  En  un  point  de  la  courbe  tel  que  A  o  est 
nul,   au-dessus    es  ^  o,    au-dessous    cd<^o;    si    donc, 

A  étant  constant,  q  croit,  la  dérivée  -p  =  — j  est  posi- 
tive eu  A;  donc  U(^)  y  est  minimum  et  A  est  une 
position  d*é^uilibre  instable.  Au  contraire,  pour  des 

raisons  analogues,  -~  =  -r—r  est  nesalive  en  b     donc 
^  oq  àq-  '- 

la  position  correspondante  est  stable.  Ainsi  une  posi- 
tion est  stable  ou  instable  suivant  que  la  région  au- 
dessus  du  point  figuratif  est  blancbe  ou  hachurée. 

On  voit  alors  immédiatement  sur  la  fisfure  i  les  faits 
suivants  : 

1°  Si  deux  suites  linéaires  de  positions  d'équilibre 
se  croisent  en  un  point  E,  figure  de  bifurcation^  les 
stabilités  s'échangent   :   la  suite   B,    qui   était  stable, 
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devient  instable  en  B' ;  la  suite  A,  qui  était  instable, 
devient  stable  en  A'. 

2**  Si  deux  suites  linéaires  D  et  C  se  réunissent  en 
un  point  limite  L,  l'une  donne  des  fif^ures  stables, 
l'autre  des  ligures  instables;  on  peut  dire  aussi,  en 
suivant  l'arc  DLC,  que  les  figures  correspondantes 
forment  une  seule  suite  linéaire  dont  les  stabilités 
s'échangent  quand  on  passe  par  L. 

3"  Si  une  figure  H  ou  K  est  à  la  t'ois  limite  et  de 
bifurcation,  en  suivant  la  branche  simple  oblique  QQ' 
on  obtient  des  figures  dont  la  stabilité  s'échange;  mais 
■en  suivant  la  brandie  PR,  à  tangente  verticale  en  H 
ou  K,  on  obtient  des  figures  de  même  nature  toutes 
stables  ou  tovites  instables;  il  en  est  de  même  quand  on 
change  de  branche,  par  exemple  le  long  du  contour 
PHQ'  les  figures  sont  stables,  avant  et  après  H;  il  en 
est  de  même  de  RKQ. 

Premier  exemplk.  —  Régulateur  de  Watt.  — 
Cherchons  les  positions  d'équilibre  relatif  d'un  point 
pesant  M  qui  glisse  sans  frottement  sur  une  circonfé- 
rence tournant  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w 
autour  d'un  diamètre  vertical  fixe.  En  prenant  comme 
origine  le  centre  O,  comme  axe  des  y  la  verticale 
descendante,  et  comme  axe  des  x  l'horizontale,  on  a 

IT  »"'       0 

U  =  ^JK  -r-  —  a^S 

OÙ  X  el  y  sont  les  coordonnées  du  mobile.  Soient  a  le 
rajon  de  la  circonférence,  q  l'angle  du  rayon  OM 
avec  Oy,  on  a 

d'où 

U  =  ag    cosq  H —  X  sin'^     > 
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—  W-.  Oïl  obtient  tous 


A  ayant  la  valeur  positive  :  A 

les  points  de  la  circonférence  en  faisant  \arier  q  de — ~ 
à  +  TT.  On  a  donc 


Ceci  p 


ose,  on  a 


-  <qi-^-. 


OM 


':^(  fj .  A  I  =^  —  =  a  g  SI  n  <7  [  /.  cos  q 


']■ 


La  courbe  '•5(^,  a)  =  o  {fig-  'i)  se  compose  de  plusieurs 
branches  : 


(OX)      q  =  <>,  (AA')     7=-  (BB')     q=—T. 


et 


(CHC;     /  cosq  —  i  =  o: 

cette  dernière  branche,  construite  en  faisant  varier  q 
de à  -h  -  pour  que  "a  soit  positif,  a  la  forme  indi- 
quée {/Ig-  2)  :  elle  est  symétrique  par  rapport  à  0/>  et 

Fis.  2. 


a  pour  asymptotes  ^  :=in  -j^*  Dans  la  figure,  nous  avons 
couvert  de  hacliures  la  région  pour  laquelle  'j(^,À)>>o. 
Si  )>  est  plus  j)etit  que  i  (point  P  sur  Oa,  il  existe 
deux  positions  d'équilibre  correspondant  aux  points 
P(^  =  o)  et  Q(^  =  r:j  ;  la  première,  d'après  la  dispo- 
sition des  hachures,  est  stable;  la  deuxième,  instable. 
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Si  À  prend  la  valeur  i,  P  vient  en  H  équilibre  limite 
et  de  bifurcation,  stable.  Si  A^i,  on  a  le  point 
P'(OP'=:  a),  dont  l'ordonnée  coupe  la  courbe  en 
quatre  points  C,  P',  C,  A' ;  à  chacun  de  ces  points  cor- 
respond une  position  d'équilibre  ( G' stable,  P' instable, 
G  stable.  A'  instable).  On  voit  que,  quand  À  atteint 
et  dépasse  i,  la  série  linéaire  des  positions  P,  qui  était 
stable,  devient  instable  en  P',  et  deux  nouvelles  séries 
linéaires  de  figures  symétriques  C  et  G'  apparaissent, 
stables  toutes  deux;  on  a  ainsi  un  exemple  très 
simple  d'un  équilibre  H  à  la  fois  limite  et  de  bifur- 
cation, avec  échange  de  stabilités. 

Deuxième  exemple.  —  Imaginons,  dans  un  plan  ver- 
tical, la  courbe  définie  par  les  équations 

^,=  3^2(2  —  ^2),  dyi  ^ 

0-1=  .\q   (3  —  çrî),  dXi        ^' 

par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  x^Oy^  Cette 
courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  3  avec  deux 

Fig.  3. 


points    de    rebroussements,   Fv    et    R',   correspondant 
à  q^dni.   Elle   est   symétrique    par    rapport  à  O)'). 
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Appelons  a  l'angle  de  Ox^  avec  l'hoi  izontale  Oa?,  et 
prenons  un  axe  vertical  ascendant  Or-  Un  point  maté- 
riel pesant  M  glisse  sans  frottement  sur  cette  courbe; 
trouver  les  positions  d'équilibre  du  point. 

Appelons  y   l'ordonnée  de  M  par  rapport  aux  axes 
xOy  :  on  a,  pour  la  fonction  des  forces 

U  =  —  "i^y  —  —  '"^[^1  sina  -r- yi  cosa] 

=  —  mg  cosa  [4  ^r  (  3  —  ^rî  )X  ^  J^îf'i  —  ry2  )|. 

en  posant   A=tanga.   Nous  supposerons  que    y.  varie 

-  7^      4  1  I       /■  •  /        -  \  '^U        . 

entre et  -i Alors  la  tonction  z>{q.  A)  =  -—  est, 

■i         •     -2  ^  -'       '        dq 

à  un  facteur  positif  près,  égal  à 

La  courbe  'f(^,  /.)  ;=  o  se  compose  {fig-  4)  des  trois 

Fig.  4. 

'm. 


droites  <^  =  i ,  ^  z=  —  \ .  q  z=.  —  a.  La  partie  du  plan 
tp(^,  a)  >>  o  est  couverte  de  hachures. 

Si  — i<X^H-i,  en  prenant  OP  =  )v,  on  voit  ffu'il 
j  a  trois  positions  d'équilibre  représentées  par  les 
points  A,  B,  C  :  A  et  C  instables  (points  de  rebrousse- 
ment);  B  stable.  Il  faut  se  re|)rései)ter  le  point  M  placé 
en  un  rebroussement  comme  un  point  posé  sur  une 
pointe. 

SiX>>i,en  prenant  OP' =  A,  on  trouve  de  même 
trois  positions  re()résenlées  par  A',  B',  C  ;  les  positions 


(  '^^8  ) 
correspondant  à  k.'  et  B'  sont  stables,  G'  instable;  il  y 
a  un  écljani;e  de  slabililé  entre  les  séries  linéaires  B, 
B'  et  C,  C  Au  point  de  rebroussement  (position 
stable)  il  faut  se  figurer  le  point  M  comme  |)Iiicé  au 
fond  d'un  tube  pointu. 

Si  —  <a£ — >  le  facteur  cosa  dans  L  est  né<jatif\  la 

•i.  ~     ~   ■>.  .        ^  ' 

(igurii  est  la  même,  mais  les  parties  bacburées  sont 
blanches  el  inversement. 

Tuotsikvii;  i:\E\îpj.i;.  —  Exefcice  :  Equilibre  d'un 
point  glissant  sans  liottement  sur  une  parabole  j-=:  T-px 
el  repoussé  par  un  point  de  l'axe  (  x  =^\^  y  =^  <>)  pro- 
portionnellement à  la  distance. 

En  prenant  comme  coordonnée  cj  l'ordonnée  )'  du 
point,  on  a  une  figure  analogue  à  (2). 

IV.  Génkralisations.  —  On  trouvera  dans  Poincaré 
l'élude  des  cas  011  la  position  du  système  dépend  de 
plusieurs  coordonnées  ^, ,  q>^  ...,  (],i. 

On  peut  aussi  imaginer  un  système  à  une  coordon- 
née (/,  dont  la  fonction  des  forces  contient  plusieurs 
paramètres.  Par  exemple,  si  cette  fonction  contient 
deux  paramètres  ).  et  a,  Uf^,  X,  [J.),  en  posant 

9(9,  X,  [.)  =  —, 

on  pourra,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaii'es  0\, 
0[Ji,  Oq,  considérer  les  surfaces  ^(q-,  )m  \^)  =  o  et  les 
régions  oiq-,  )^,  [Jt- )  <o  . 

Un  exemple  sim|)le  est  fourni  par  l'équilibre  d'un 
point  sur  une  parabole,  ce  point  étant  repoussé  par  un 
point  fixe  donné  dans  le  plan  de  la  courbe,  propor- 
tionnellement à  la  dislance. 
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[0'6h] 

SIU  LA  nErE««I\VTIO\  DES  SURFACES  MIMMA; 

Par  m.  g.  CLAPIER. 


D'après  les  formules  deMonge,  une  surface  niiuuua 
peut  être  déterminée  comme  lieu  des  milieux  de^ 
cordes  qui  s'appuient  sur  deux  lignes  de  longueur 
nulle.  Celles-ci  doivent  satisfaire  à  la  relation 

dx^-  -+-  dy^  -H  rf«2  =  o 

que  Ton  peut  écrire 

(dx  -^  i  dz  )(  dx  —  i  dz)  =  —  dy"^. 

Nous  pouvons  poser 

dx  -^  i  dz  o  dx  —  i  dz  9 

=  tang-,  ; =cot-, 

—  dy  1  dy  1 

d'où  l'on  déduit,   en  introduisant   une   fonction   arbi- 
traire qui  caractérise   la  ligne  isotrope, 

dx  dy  dz 


ta 


9  to  /  o  \ 

ng2l        atang^        j(i--tang2^j 


=  $(0)d'Z 


et,  par  suite,  avec  une  nouvelle  fonction  de  o, 

I    dx  =  coste  ^(<p)  o?^, 

(1)  '    0?/ =  sinœ  ^(o)  rf(p, 
'    dz  =  i^{o)do. 

On  aurait  une  deuxième  ligne  isotrope,  en  posant 

i   dx  =  coiW§i{^Y)d'\\ 

(2)  i  dy^  ^\viW§^(y)dW, 
\    dz  ^—  iii(^V)d^\ 

Soient  Ma  et  M^deux  points  quelconques  pris  respec- 
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tivement    sur    ces   deux    lignes    isotropes,    la   surface 
minima  (M)  est  déterminée  par 

(3)      :r  =  f^±^*,  y  =  Zl±Jl,  ^=--  +  - 


'.  2 

formules    qui  contiennent  deux   fonctions  arbitraires 

On  aura  des  points  réels,  en  prenant  ces  deux  fonc- 
tions imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  les  paramètres 
(5  etW. 

Les  quadratures  peuvent  s'eirectuer,  dans  le  cas  où 
chacune  des  fonctions  est  la  somme  de  la  dérivée 
première  et  de  la  dérivée  troisième  d'une  autre  fonc- 
tion 

^^(«f)  =  F'(<p)  +  F"'(cp),        .f,(^)=/'(^)-+-/"'('J>); 

on  obtient  alors,  sous  forme  explicite, 

iXa  =  F'  sincp  +  F"  costp, 
Ja  =  —  F  cosœ  -1-  F"  siiKy, 
z«=i(F  +  F"); 
/   x/,=  /'  s\n<\i  -i-  f"  cos'\i, 
(B)  }j^  =  —  /'coi^-^f"sin'\>, 

{  zi,  =  -i(f+f"). 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  égalités  (3),  on  a 
les  formules  trouvées  par  Ribaucour,  en  considérant 
une  surface  minima  comme  la  surface  moyenne  d'une 
congruence  isotrope.  Nous  donnerons  une  démonstra- 
tration  géométrique  de  ces  formules  et  la  signification 
géométrique  de  langle  ©. 

Nous  avons,  pour  l'élément  linéaire  de  la  surface 
minima  (3), 

.  ,       (dxa-i-dxb  )2        (dyu  ^  dy^y        {dz„  +  dzhY 

aS-=   ; h  ,  -!-  ; > 

-14  4 

ds"^  =  -  (  dxa  dxfj  H-  dy,,  dyij  -\-  dzg^  dzf,  ), 


(  >:•  ) 

€l  les  formules  (i)  et  (2)  nous  donnent 

nous  avons,  avec  les  lignes  Isotropes  (A)  et  (B), 
(4)  ds^=(F'-^  F")  (f'-hf")  cos^  '^~^  d'f  dW. 

Cherchons  la  représentation  sphérique  de  la  sur- 
face (M).  Il  est  évident  que  par  le  point  M  passe  deux 
lignes  de  longueur  nulle  dont  les  tangentes  sont 
parallèles  aux  tangentes  aux  points  M^  et  Mj  des 
lignes  isotropes  (A)  et  (B).  De  sorte  que  les  cosinus 
directeurs  (c,  c',  c")  de  la  normale  doivent  vérifier  les 
conditions 

c  cos  cp  -I-  c'  sin  (p  -+-  ic"  =  o, 

c  cos^'' -4- c' sin^  —  ic"=o. 

On  en  déduit 


cos-= tsin-i cos-i 


et,  pour  l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphé- 
rique, 

(5)  d.^=  —r^d^dW. 

C0S2   I 

2 

Remarque.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  des  surfaces 
réelles.  Les  fonctions  F  et  y  étant  imaginaires  conju- 
guées, nous  poserons 

Déterminons    un   point   de    la    sphère-unité    par  sa 
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longitude  i'  el  sa  colatitude  w, 

—  sin  o( 


c  =  sin  w  cosi'  ^ 


c  =  sin  «  sin  ('  = 


rosa 


cosi'S 
c'  =  cos  u  =  i  tang  t  ^. 

On  en  déduit 


a  =  — 
2 


—  P  =  iogcot  — , 


^a2=  ^(rfaî+rfS2). 


Ce  sont  les  formules  qui  permettent  de  faire  une 
projection  géographique  de  la  sphère  par  le  système 
de  Mercator. 

A  toute  représentation  géographique  de  la  sphère 
correspond  un  système  de  formules  qui  définissent  les 
surfaces  minima. 

Ainsi  la  représentation  par  projection  stéréogra- 
phique  nous  donne  la  formule  bien  connue  de 
Weierstrass. 

Le  problème  de  la  détermination  des  surfaces 
minima  est  lié  à  celui  des  Cartes  géographiques,  c'est- 
à-dire  à  celui  de  la  détermination  des  systèmes  iso- 
thermes de  la  sphère. 

Si  dans  les  formules  de  Ribaucour,  appliquées  aux 
surfaces  minima  réelles,  on  change  F  en  t  F  et/en —  ij\ 
on  obtient  une  surface  minima  (M')  conjuguée  de  (M). 

Lignes  de  courbure.  —  Les  formules  (4)  et  (5) 
nous  |)ermettent  d'obtenii-  le  rayon  de  courbui^e  prin- 
cipal H.  Nous  avons 

ds'-=K^d's\         R2=  (F'+  F"')(/'-i-y")cos*^^:i^. 
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De  plus  on  a,  pour  deux  directions  conjuguées, 

dx  oc  -i-  dy  oc'-f-  dz  oc"  =  o, 
ou  bien,  d'après  les  formules  (i)  et  (2), 

(costp  8c  -+-  sinta  oc'  -i-  t  oc")  S  do 
-\-  (cos^''  oc  -1-  sin  W  oc' —  i^c")  0i  d^  =  o. 

En  diHérenliant  les  relations  qui  expriment  que  la 
normale  est  perpendiculaire  aux  deux  lignes  isotropes 
qui  passent  en  M, 

cos  o  oc  ^  sin  o  oc'  -+-  i  oc"  =  (c  sin  ^  —  c'.cos  tp)  8ti, 
cos*!^'  oc  -+-  sin  W  de' —  i  oc"  ^=  (c  sinT  —  c'  cos*t")  Si'. 

Et  comme  on  a  aussi 

c(sin'i  —  siiil'")  =  c'(cosçp  —  cos*), 

on  a,  pour  l'équation  de  directions  conjuguées, 

{ 6 )  (  F'  -h  F'")  df  o<p  -r-  (/'  -h  /'" )  dW  SW  =  o. 

ïl  en  résulte  pour  celle  des  lignes  asyraptotiques 


/F'  ^  F"  do  zh  i  sjf  -f-  /'"  d^'  =  o  ; 
et  pour  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courhure, 


(7)  y/ P" -*-  F'"  ^?  ±  //' ^  /'"  d}\^  =  0. 

Ces  lignes  seront  algébriques,  si    /  do  \JY'  +  F'"  est 
une  expression  algébrique. 

Démonstration  géométrique.  —  Une  ligne  iso- 
trope (A)  peut  être  considérée  comme  l'arête  de 
rebroussement  d'une  développable  isotrope.  Celle-ci 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1"   Ses  plans  tangents  sont  parallèles  à  leur  perpen- 
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dicuhure;  2°  ses  génératrices  rectilignes,  lignes  tle 
longueur  nulle,  sont  normales  à  la  surface.  Il  en 
résulte  que  toute  ligne  tracée  sur  la  surface  est  ligne 
de  courbure,  admettant  pour  développée  l'arête  de 
rebroussement. 

Désignons  par  (A,)  la  trace  de  développable  sur  le 
plan  des  xy  et  par  (a)  la  développée  de  cette  courbe. 
La  normale  à  la  surface  en  un  point  A,  de  cette  courbe 
plane,  envisagée  comme  ligne  de  courbure,  n'est  autre 
que  la  génératrice  A,  A  ;  elle  a  une  enveloppe  qui  n'est 
autre  que  l'arête  de  rebroussement;  le  point  de  con- 
tact A  doit  être  situé  sur  la  droite  polaire  menée  par 
le  point  a,  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 

Il  en  résulte  que  la  développée  (a)  de  la  trace  (A|) 
delà  développable  est  la  projection  de  l'arête  de  rebrous- 
sement (A)  sur  le  plan  des  xy.  Si  l'on  prend  une 
deuxième  arête  rebroussement  (B),  on  voit  que  le 
milieu  M  de  AB  se  projette  au  milieu  de  ab. 

Si  les  tangentes  aux  points  correspondants  des 
traces  (Ai)    et   (B,),  sur   le    plan    des    xcp,    ont    pour 

équation 

,r  cos  (p-i-!&sin<p=F(:p), 

j- cosW -^(f^'inW  =  f(W). 

On  en  déduit  les  deux  premières  formules  deRibaucour. 
La  droite  A,  A  est  une  droite  isotrope  qui  va  passer 
par  un  point  I  du  cercle  imaginaire  de  l'infini;  elle  se 
projette  suivant  A,  a.  De  même  B,  B  est  une  droite 
isotrope  qui  va  passer  par  un  point  .J  du  cercle  imagi- 
naire; et  nous  avons 

A  a  =  3a  =         f  Rat  Aia="a' 

Wb  =  z/,  =  —  iRb,         B,6  =  Rt; 
Rfl  et  Ra  sont  les  rayons  de  coui'bure  de  (A,  )  et  (B,  ). 


(  '7^  ) 
On  a  donc  par  le  point  M,  milieu  (Je  AB, 


—  =  i ) 


et  comme 

R„=F  +  F'\         R^=/-f-/", 

nous  retrouvons  la  troisième   formule  de  Ribaucour. 


L'angle 'J  est  l'angle  de  la  normale  A,  a  avec  l'axe 
des  x'j  c'est  aussi  l'angle  de  la  normale  à  la  développée 
avec  l'axe  des  cp. 

Si  l'on  suppose  les  arêtes  derebroussement  (A)  et(B) 
confondues,  on  a  une  développable  double  à  laquelle 
correspond  une  surface  minima  qui  admet  la  dévelop- 
pée double  (a)  comme  ligne  géodésique. 

S  étant   l'axe    de    cette   géodésique,    son   rayon   de 

courbure  R,  =-r-,  et  comme  (A)  est  une  développable 
de  (a),  ds  =  clKa  ;  donc 

De  sorte  que  l'on  a,  pour  la  surface  minima  correspon- 
dante, 

(0  el  '-2,  étant  les  paramètres  de  deux  points  de  la  géo- 
désique. 

D'après  la  formule  (4),  l'élément  linéaire 

dS-^  =  R?  cosî  2JI-£i  dv  rfc&i 
et  la  formule  (7)  nous  donne  pour  l'équation  des  lignes 


(  ':6) 

de  courbure 

Exemple.  —  Déterminons  la  surface  minlma  qui 
admet  comme  géodésique  la  première  podaire  négative 
dune  parabole.  Nous  avons,  en  désignant  par  p  le  rayon 
vecteur  de  la  parabole  el  œ  l'angle  polaire, 

3 

P  =  '  '^1  =  77-T -+- P  =  ' 


cos-  —  cos*  — 

/  v/Ri  do  =  oi     I  '■ —  ai  tang-  . 

J  '  I  ■>  '?  '^ 

I  2  ros2  ^ 


Les  lignes  de   courbure    et   les    lignes    asymptoliques 
sont  algébriques. 

La  surface  est  elle-mèuie  algébrique.  Ses  lignes  de 
courbure  étant  détermiuées  par  la  relation 

cp  Vf 

tansf  —  ±  lang  —  =  const., 
2  a 

celle-ci   s'écrit   avec   les   paramètres    des   formules  de 
Weierstrass  : 

a±j/,  =  const.         (a  =  a  —  i^,  Ui  =  a.  -h  i^). 

La    surface     envisagée    n'est    autre    que     la     surface 
d'Enneper;  elle  correspond  à 

■=%-+-  acp'  —  —, 


(>)   Voir    ma    Thèse  :    Sur    les  surfaces  minima  ou  e/assoïdes 
(Gauthier-Villars,  1919). 


(  -::  ) 
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SUR  m  PROBLEME  DE  GÉOMÉTRIE  l\FI\ITÉSni\LR; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


1".  Kn  chaque  point  M  d'une  courbe  (M)  prenons 
sur  la  tangente  à  la  courbe  un  segment  variable  MT 
égal  à  une  Fonction  /'  de  l'angle  de  coniingence  z>  de  (M) 
au  point  M;  proposons-nous  de  construire  la  normale 
et  le  centre  de  courbure  -rde  la  courbe  (T),  lieu  de  T, 
au  point  T. 

Soient  [Ji,  UL,  les  deux  premiers  centres  de  courbure 
de  (M)  en  M;  r',  r"  les  deux  premières  dérivées  de  r 
par  rapport  à  cp.  La  construction  de  la  normale  en  T  à 
la  courbe  (T)  s'obtient  immédiatement  en  observant 
que,  si  N  désigne  l'intersection  de  Tx  avec  Ma,  le 
segment  [xN  est  égal,  d'après  une  relation  connue  ('), 
à  la  dérivée  de  r  par  rapport  à  co. 


Pour  déterminer  le  point  t,  considérons  la  déloriua- 
lion  du  triangle  MTN.  Soit  J  le  point  où  la  normale 
en  N  à  l'élément  décrit  par  ce  point  rencontre  ujji.,  :  le 
segment  p.,'î  est  égal  à  r".  On  a,  d'autre  part,  en  dési- 

(')  Mannhkim,  Principes  et  développements  de  Géométrie  ciné- 
matique, p.  44 • 

Ann.  de  Matheniat.,  4'  s<;rie,  l.  \I\.  (Mai    1919.)  '4 
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g  liant  par  V  l'intersection  de  NJ  avec  la   perpendicu- 
laire élevée  en  t  sur  Tt, 

d(M)        M~il  ^(Tj         f7  d(N)         NJ 


d{T)         f\  ^i^)         NV  d{M)        W^ 

Par  suite,  si  J'  est  la  projection  de  J  sur  TÎN,  on  a 

T^  _  ^  _  ^ 

TN    ~    NJ    "~    Ni' 
ou 

I      _      I  I 

YP.    ~    NT     '     NT  * 

On  déduit  de  ce  qui  précède  les  constructions  sui- 
vantes pour  la  normale  et  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  (T)  au  point  T  : 

Le  poiîit  N  obtenu  en  portant  sur  Mjjl  un  seg- 
ment u.^  égal  à  /■'  appartient  à  la  normale  cher- 
chée. Soit  J  le  point  obtenu  en  portant  sur  ij.[j.,  le 
segment  a,J  égal  à  /•';  le  centre  de  courbure 
cherché  ~  est  le  milieu  du  segment  compris  entre  N 
et  le  conjugué  harmonique  de  N  par  rapport  àT  et 
la  projection  de  J  sur  TM  (  '  ). 

Ayant  déterminé  le  point  J  surij-ij.,,  on  peut  aussi  en 
déduire  t  par  la  construction  suivante  : 

Soit  K  le  point  ou  JT  rencontre  la  perpendicu- 
laire élevée  en  N  sur  TJN  ;  la  droite  qui  joint  K  au 
milieu  I  de  NJ  passe  par  le  centre  de  courbure 
cherché. 

'2.    Courbes   tractrices.  —  Si  /•  est  une  constante, 


(  '  )  Dans  cette  construclion,  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  des  signes 
de  r'  et  r". 
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(T)  est  une  courbe  équitangentielle  de  (M),  et  (M)  une 
courbe  tmctrice  de  (T);  on  retrouve  facilement,  au 
moyen  de  ce  qui  précède,  la  construction  donnée  par 
M.  d'Ocagne  pour  obtenir  le  deuxième  centre  de  cour- 
bure |JL,  d'une  courbe  tractrice  (M)  d'une  courbe  (T) 
quand  on  connaît  le  centre  de  courbure  -  de  (ï) 
enT(«). 

3.  Conchoïdes.  —  La  tangente  MT  à  la  courbe  (M) 
coupant  une  courbe  (T)  en  T,  considérons  le  lieu  (T)) 
du  point  T,  obtenu  en  prolongeant  AIT  d'un  segment 
constant  TT,  ;  la  définition  du  lieu  (T))  généralise 
celle  des  conchoïdes.  La  construction  (-)  du  centre  de 
courbure  de  (T,)  indiquée  dans  les  Nouvelles  Annales^ 
i()i",  p.  434?  découle  de  la  construction  générale 
trouvée  ci-dessus. 

4.  Courbes  isoptiques.  —  Menons  par  le  point  T 
une  droite  faisant  avec  MT  un  angle  constant;  cette 
droite  touche  son  enveloppe  (M')  au  point  M',  projec- 
tion de  N  sur  cette  droite;  la  courbe  (T)  est  une 
courbe  isoptique  de  (M)  et  (M').  Soit  a'  le  centre  de 
courbure  de  (M')  en  M'.  La  droite  NJ  est  la  normale 
de  la  courbe  décrite  par  N;  or  cette  courbe  est  une 
isoptique  des  développées  de  (M)  et  (M');  par  consé- 
quent, la  perpendiculaire  élevée  en  a'  sur  M'y.'  passe 

.  •)  Le»  propritilés  iuliniu-simales  «les  courbes  e'^w/ioc/mes  (//?<«/•- 
niëdiaire  des  Mathénialiciens^  «9'^)  p.  io5,  177,  272;  1916,  p.  i5i) 
se  déduisent  immédiatemenl  de  celles  des  tractrices. 

(-)  On  peut  déduire  de  celte  construction  celle  du  centre  de 
courbure  de  la  conchoide  de  Diirer.  Elle  peimet  en  outre  de 
retrouver  ce  Ihéorèine,  dû  à  Rivais  : 

Les  centres  de  courbure  des  éléments  décrits  simultanément 
par  des  points  marqués  sur  une  droite  qui  se  déplace  dans  un 
plan  appartiennent  à  une  conique. 


(   'So  ) 
par  J.  On  retrouve  donc  cette  construction  connue  tlu 
centre  de  courbure  t  de  l'isoptique  (T)  de  deux  courbes 
(M)et(M')('): 

Soit  ]\  V intersection  de  ^iu.,  M'jji';  le  cercle  N[j.|j.' 
coupe  ÏN  en  J'.  Le  centre  de  courbure  z  est  le  milieu 
du  segment  compris  entre  i\  et  le  conjugué  harmo- 
nique de  jN  par  rapport  à  T  et  3' . 

5.  Développées  intermédiaires.  —  Portons  sur  la 
tangente  à  (M)  en  M  vers  Torigine  des  arcs  un  seg- 
ment MM,  égal  à  l'arc  de  (M)  en  M;  le  lieu  (M,)  de  M, 
est  une  développante  de  (M)  et  le  lieu  du  point  T  qui 
divise  M,  M  dans  le  rapport  constant  A  est  la  déve- 
loppée intermédiaire  d'indice  À  de  (M,). 

La  normale  à  la  développée  intermédiaire  (T) 
passe  par  le  point  N  qui  divise  le  deuxième  rayon 
de  courbure  le  (M,)  dans  le  rapport  \.  Pour  obtenir 
le  centre  de  courbure  t  de  (T),  on  projette  en  J'  sur 
la  normale  à  (T)  le  point  qui  divise  le  troisième 
rayon  de  courbure  de  (M,  )  dans  le  rapport  )>;  -  est 
le  milieu  du  segment  compris  entre  N  et  le  conjugué 
harmonique  de  ce  point  par  rapport  àT  et  J'  (-). 

6.  Courbes  tangentielles.  —  Sur  la  tangente  au 
point  M  d'vine  courbe  (M)  on  porte  un  segment  MT  tel 
que  sa  projection  sur  une  droite  fixe  A  soit  constante; 
le  lieu  (T)  de  T  est  une  courbe  tangentielle  de  (M)(-'). 

(')  Man.nhkim,  Principes  et  développements  de  Géométrie  ciné- 
matique, p.   33. 

(-)  Voir  L.  Bkai'de.  Les  coordonnées  intrinsèques  {Scientia, 
n°  34,  p.  37);  ce  résultai  y  est  obtenu  anal>  Liquement. 

(')  Au  sujet  de  cette  transfoinialion.  voir  Hochheim.  Tangen- 
ticdku/ven  der  Kegelschnitte  (Zeitschrift  fiir  Math.  u.  Ph}s., 
iS^o);  liETALi,  Sopra  una  corrispondenza  [m,  «]  {ftendiconti  ht. 
Lonib.,  1899). 
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Si  les  parallèles  menées  par  M  à  A  et  par  T  à  Ma 
se  coupent  en  L,  la  normale  en  T  «  (Tj  est  parallèle 
à  y.L. 

La  perpendiculaire  élevée  en  L  sur  ML  rencontre 
MT  ê/i  P;  soient  Q  /«?  symétrique  de  T  y9(7/'  rapport 
à  P.  J  celui  de  Q  par  rapport  au  milieu  ^^/eMa,, 
^i  l'intersection  de  la  normale  à  (T)  at'ec  Ma.  Le 
centre  de  courbure  est  le  milieu  du  segment  com- 
pris entre  N  et  le  conjugué  harmonique  de  N  par 
rapport  à  T  et  la  projection  de  J  sur  TiN. 

Réciproquement,  connaissant  la  normale  elle  centre 
de  courbure  de  la  courbe  (T)  en  T,  on  peut  obtenir 
les  deux  premiers  centres  de  courbure  a  et  a,  de  la 
courbe  (M)  en  M.  En  particulier,  quand  on  considère 
une  logarithmique  (M)  et  son  asymptote  (T),  on 
obtient  des  constructions  simples  pour  les  deux  pre- 
miers centres  de  courbure  de  la  logarithmique. 

7.  Courbes  définies  par  leur  équation  polaire.  — 
Si  Von  suppose  que  la  courbe  (M)  se  réduise  à  un 
point  fixe  M,  le  problèuie  général  revient  à  la  construc- 
tion du  centre  de  courbure  des  courbes  définies  par 
leur  équation  polaire  /•  =  /  (  'i  ). 

a.  Radiales.  —  Par  un  |)oint  tixe  M  du  plan,  on 
mène  des  segments  Mï  équipollents  aux  rayons  de 
courbure  d'une  courbe  F;  le  lieu  (T)  du  j)oint  T  est  la 
radiale  de  T. 

Par  le  point  iN  on  mène  les  segments  MN,  MJ 
équipollents  aux  deuxième  et  troisième  rayons  de 
courbure  de  F;  TN  est  la  normale  à  la  radiale  en  T. 
Soit  K  le  point  où  la  perpendiculaire  élei'ée  en  N 
sur   TN  rencontre  MT:   la  droite  qui  joint  R    au 
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milieu  de  NJ  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 
radiale. 

p.  Centre  de  courbure  des  spirales  de  degrés 
quelconques  /*=  a^cp  : 

La  normale  en  T  à  la  spirale  rencontre  en  N  la 
perpendiculaire  élevée  en  M  sur  MT,  celle  élevée 
en  N  sur  NT  coupe  MT  en  K;  on  prend  sur  MK  le 
segment  MJ  égal  à  i\  —  k)  MK.  ;  la  droite  qui  joint  K 
au  milieu  de  ^i  passe  par  le  centre  de  courbure  de 
la  spirale  (  '). 

y.  Rosaces.  —  Dans  le  cas  d'une  rosace  d'indice  ;i, 
le  point  J  s'obtient  en  prenant  sur  MT  le  segment 
MJ  =  «^MT. 

0.  La  méthode  générale  permet  de  déduire  la  con- 
struction du  centre  de  courbure  des  coui'bes  r=f{n'S) 
de  celle  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  r  =  f  {/s); 
on  pourra,  en  particulier,  obtenir  une  construction  de 
la  normale  et  du  centre  de  courbure  des  courbes 
à  n  ventres  en  observant  que  ces  courbes  sont  les 
transformées  des  coniques  qui  ont  le  pôle  pour  foyer 
et  l'axe  polaire  pour  axe  focal. 

8.  Une  méthode  de  généralisation.  —  Revenons 
aux  considérations  générales  du  paragraphe  \.  Par  un 
point  fixe  Mq  du  plan,  menons  un  segment  MqTo  équi- 
pollent  à  MT,  et  considérons  le  lieu  (To)  du  point  Tq. 

(')  Dans  le  cas  de  la  spirale  de  Fermât.  ^  est  le  symétrique 
de  K  par  rapport  à  M.  Pour  la  spirale  d^Archimède,  le  centre  de 
courbure  appartient  à  la  droite  qui  joint  K  au  milieu  de  MN.  Dans 
le  cas  de  la  spirale  hyperbolique,  la  perpendiculaire  élevée  en  K 
sur  TK  passe  par  le  centre  de  courbui-e;  on  retrouvedonc  une  con- 
struction   indiquée    par   M.    Balitrand    (^Nouvelles  Annales,  1916, 

p.    223). 
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Si  l'on  connaît  la  normale  et  le  centre  de  courbure  - 
de  (T)  en  T,  on  peut  en  déduire  la  normale  et  le 
centre  de  courbure  de  (Tf,)  ^'^  ^oi  ^t  réciproquement. 
Soit,  en  effet,  No  le  point  où  la  normale  en  Tq  à  (Tq) 
coupe  la  perpendiculaire  élevée  en  Mq  sur  MqTq;  le 
segment  MqNq  est  égal  à  ij-N;  de  même,  si  J,,  désigne 
le  point  analogue  à  J,  on  a 

I\loJo=  [J-ii- 

Cela  posé,  envisageons,  par  exemple,  la  transformation 
par  inversion  qui  fait  correspondre  au  lieu  (To)  de  To 
le  lieu  (T'(,)  du  point  TJ,  tel  que 

MoTo.IMoT;  =  â-2; 

considérons  alors,  plus  généralement,  la  transforma- 
tion qui  fait  correspondre  au  lieu  (T)  du  point  T  le 
lieu  (T')  du  point  T'  de  MT  tel  que 

MT.MT'=  A2. 

Connaissant  le  centre  de  courbure  t  de  (T)  en  T,  on 
peut  en  déduire  le  centre  de  courbure  To  de  (Tj)  en  To  ; 
d'après  une  propriété  connue,  Mq-To  passe  par  le  centre 
de  courbure  t'^  de  (T^)  en  T„  ;  connaissant  le  point  x'^, 
on  en  déduit  le  centre  de  courbure  t'  de  (T')  en  T'. 
On  simpliiîe  les  constructions  en  faisant  coïncider, 
pour  chaque  position  de  M  sur  la  courbe  (M),  le 
point  Mq  avec  le  point  M. 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  cas 
particulier  de  l'inversion  a  une  portée  tout  à  fait  géné- 
rale :  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  (M) 
coupant  n  courbes  (T,),(T2),  ...,(T„)  en  T,,T2,  ...,  T„, 
considérons  le  lieu  (T')  du  point  T'  de  MT  tel  que 


MT'  =  /( AIT,,  MTo MT„ ). 
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On  pourra  toujours  résoudre  le  problème  de  la  con- 
struction de  la  normale  et  du  centre  de  courbure  de  lu 
courbe  (ï')  quand  on  en  connaît  une  solution  pour  le 
cas  particulier  où  la  courbe  (M)  se  réduit  à  un  point. 


LR8aa] 

sut  m  PKOBLËME  m  Mumm\ 

l'AR  M.  ET.  DELASSUS. 


il  s'agit  du  problètiie  de  'Mécanique  donné  à  l'agré- 
gation en  1903  et  qui,  en  supprimant  certaines  restric- 
tions inutiles  et  généralisant  quelque  peu,  est  l'étude 
du  mouvement  d'un  solide  fixé  par  son  centre  de  gra- 
vité, dont  l'ellipsoïde  central  est  de  révolution  et  qui, 
suivant  cet  axe,  est  percé  d'un  canal  de  section  infini- 
ment petite  à  l'intérieur  duquel  se  meuvent  symétri- 
quement et  suivant  une  loi  donnée  deux  insectes  iden- 
tiques. 

Les  trois  premières  parties  de  l'énoncé  étaient  des 
jalons  pour  indiquer  aux  candidats  qu'on  leur deman»lait 
d'appliquer,  avec  les  modifications  appropriées,  la 
méthode  d'Eulerqui  donne  les  équations  bien  connues 
du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Je  me  propose  de  montrer  que  l'application  régulière 
des  méthodes  générales  que  je  préconise  et  expose 
dans  mes  Leçons  sur  la  dynamique  des  systèmes 
matériels  conduitdirectemenl  et  bien  plus  simplement, 
sans  aucune  intégration  effective,  au  résultat  ciiercdié. 
Comme  mes  recherches  et  mes  leçons  sont  bien  posté- 
rieures au  problème  considéré,  ce  n'en  sera  pas  une 
critique,  ce  sera  simplement  un  exemple  d'un  cas, 
d'ailleurs   peu  fréquent,   où,  bien   que    l'intégrale  des 
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forces  vives,  même  généralisée,  n'existe  pas,  l'appli- 
cation des  équations  de  Lagrange  fournit  néanmoins 
la  solution. 

Les  axes  mobiles  sont  tout  indiqués;  désignant  par 
;;  et — z  les  z  fonctions  de  t  qui  déterminent  la  position 
des  deux  insectes  on  a,  en  supprimant  un  terme  z''^ 
équivalent  à  zéro,  la  fonction  génératrice 

■j.G  =  *(  OCI^'-sin^e  -h6'î)-4-C((^'cosO  +  i')2 

([ui  est  homogène  et  dans  laquelle  on  a  posé 

4»  I  <  )  =  A  -J-  2  niz'  ; 

elle  met  en  évidence  H  comme  paramètre  principal  et 
co,  'l  comme  paramètres  secondaires  donnant  les  deux 
intégrales  linéaires  immédiates  : 

<^'cos  6  ^-  ç'=  /'o, 
^(t)'i^'  siB-6  =  À  —  C/'o  cosO. 

Comme  il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  force  vive,  nous 
devons  former  la  fonction  génératrice  réduite  relative 
à  l'inconnue  principale  [voir  mes  Leçons,  Cliap.  V, 
Section  III)  et,  dans  ce  but,  porter  les  \aleurs  de  'j' 
et  '!>'  dans 

2G  =2  G  —  29  --—,  — 2i  -—-, , 

ou,  plus  simplement,  puisque  2G  est  homogène  dans 

^,      .,dG         ,àG        ,,  dG       ^,  dG 

ah  '    â(^  O'I  da  ' 

qui  est  linéaire.  Après  suppression  d'un  terme  constant, 
on  obtient 

avec 

X-   CrpCosO                            Cro— X  cosO 
^^^)=  ^mô '  ^^^)  =  ïïi^îô 
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€t  l'on  en  déduit  l'équation  de  Lagrange  eh  9 
d  ^^,^,  ,,       F(e)F'(e) 

équation  que  l'on  inlégreiait  bien  facilement,  sans  rien 
préciser,  au  moyen  du  changement  dé  variable 

J  *(0 
la  ramenant  à  la  forme  bien  connue 


^(^"J)  =  o. 

Le  fait  que  le  problème  admet  bien  évidemment, 
comme  le  problème  d'Euler,  loutes  les  intégrales  R 
autour  du  point  (îxe  conduit  à  prendre  pour  axe  fixe 
Oc(  la  position  iniiiale  du  moment  résultant  en  O  de 
la  quantité  de  mouvement.  Cette  parlicularisation  se 
traduit  ici  pai' 

sinOosincpo        sinOoCostpo        cosOq 
d'où  l'on  déduit  immédiatement 

G  rn 


puis 


c'est-à-dire 
ou 


•"  <P(to}COS%o' 

Cf'o  —  )v  COS0O  =  c 

F'(eo)  =  o. 


En  vertu  de  cette  condition,  on  voit  immédiatement 
que  l'équation  en  9  admet  la  solution 


=  COIlSt.  = 


qui,  répondant  aux  conditions  initiales  8o  et  %  =  o,  est 
la  solution  cherchée. 
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Les  deux  intégrales  Immédiates  donnent  alors 
,,         H  ,  K 

H  et  R  étant  deux  constantes,  donc 

(}/ =  HS -h  const.,         cp  =  Tq/ H- KG -f- const., 

6  étant  le  temps  auxiliaire  défini  plus  haut  par  une 
quadrature.  Le  problème  général  est  donc  terminé  sans 
avoir  eu  à  faire  la  moindre  intégration  effective 
d'équalion  différentielle. 

Dans  la  quatrième  Partie,  on  demandait  d'étudier  le 
cas  de  /q  =  o.  L'intégrale  relative  à  cp'  montre  que  r 
estconstammentnuUe,  donc  le  cône  roulant  de  la  repré- 
sentation du  mouvement  du  solide  est  ici  le  plan 
des  xy. 

Les  composants  /?, ,  ^, ,  r,  de  la  rotation  sur  les  axes 

fixes  donnent  alors 

ce'  sin^e 
/>T  +  ryf=cp2sin2e,  ,-,=._^_^; 

donc  la  rotation  fait  avec  O^,  l'angle  constant-  —  8  et 
le  cône  fixe  est  de  révolution  autour  de  O^,.  On  a  donc 
le  roulement  d'un  plan  sur  un  cône  de  révolution,  mais 
ce  roulement  n'est  pas  uniforme,  il  ne  se  fait  pas  pro- 
portionnellement à  t,  mais  à  G. 

Quand,  comme  dans  la  cinquième  Partie,  on  précise 
la  fonctions,  c'est-à-dire,  en  définitive,  la  fonction  4>  (t), 
le  seul  résultat  qui  en  découle  est  l'expression  explicite 
de  S,  d'ailleurs  complètement  inutile  pour  la  suite. 

Si,  comme  cela  existe  pour  lalol  donnéedansl'énoncé, 
les  Insectes  ont  un  mouvement  asvmptotique,  la  fonc- 
tion 'I'(?)  tend  asjmptotiquement  vers  une  valeur 
finie  et  non  nulle,  de  sorte  (pie  's>'  et  -V  tendent  vers 
des  valeurs  asjmplotiques  et  (|ue  o  et  •!>  croissent 
indéfiniment. 


(   «88  ) 
Si,  en  outre,  nous  considérons  les  expressions 
/•=consl.,         p^-\- q'^  = 'Y'- s'in^^, 

nous  voyons  qu'elles  tendent  vers  des  valeurs  asjmp- 
totiques  finies,  donc  que  les  deux  cônes  sont  asymptotes- 
à  deux  cônes  de  révolution  et  que  le  mouvement  du» 
solide  tend  asymplotiquement  vers  le  roulement  uni- 
forme d'un  cône  de  révolution  sur  un  antre  cône  de 
révolution. 

La  valeur  asymplotique  de  -V  n'est  jamais  nulle,. 
mais  celle  de  -.{>'  peut  l'être.  Alors  p^  et  ^,  tendent  vers 
zéro,  le  cône  fixe  est  asymptote  à  O^i  et  le  mouvement 
du  solide  tend  vers  une  rotation  uniforme  autour 
de  Oc. 


SOLUTIONS  m  OllESTIOi\S  PUOPOSÉES. 


(1858,  p.  33;  1916,  p.   5i8.) 

Etant  données  les  erreurs  absolues  a,  p,  y  commises  sur 
la  mesure  des  côtés  d'un  triangle  spliérique,  en  calculer 
les  effets  sur  les  angles.  Cau.lkt. 

Solution 
Par  M.   H.   de  Montili.k. 

Celle  question  reçoit  une  indication  de  solution  mrnie  dans 
certaines  Trigonométries  (  Traité  de  Trigonométrie^  de 
Serret,  dernier  Chapitre)  sous  forme  de  formules  différentielles 
déduites  des  relations  fondamentales,  de  même  que  dans  des 
cours  connus  d'Astronomie  iliéorique  et  des  cours  d'Ecolos. 
Voici  une  réponse  : 

Traitons  les  erreurs  a,  fl,  y  en  diderenlielles  respectives  des 
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variables  indépendanies  «,  b,  c.  L'erreur  AA  commise  sur 
J'angle  A  opposé  à  a,  peut,  dans  ce  qui  suit,  être  remplacée 
par  la  différentielle  dA.  (le  reste  de  la  série  de  Taylor  étant 
alors  de  second  ordre). 

Or  la  différentiation  de  la  formule  classique 

cos  rt  =  cos  b  cosc  -r-  sine  sin  c  cosA, 

mise  sous  la  forme 

,   ^  .         cos  a  —  cos/>cosc 

(l)  cos   A    =     : : , 

sin  b  s\nc 
donne 

%\na.da  sinrt 


sin  A  d\ 


sinèsinc        sin^6sin''c 
-H  [sin  c  (cosc  —  cos rt  cos 6) 

-1-  sin6(cosè  —  cos  a  cose)], 

ou,  sous  forme  abrégée,  à  l'aide  de  deux  relations  homologues 
à(i): 

(a)         -: sin6sinc<iA  =  da  —  cos  G  db  —  cosB  de. 

sin  a 

Sous  cette  forme  classique,  ainsi  que  dans  les  deux  équa- 
tions pareilles  donnant  rfB  et  <^C,  on  doit,  par  la  pensée, 
remplacer  au  deuxième  membre  les  cosinus  des  angles  par 
leurs  valeurs  explicites  (i)  en  «,  6,  c. 

Q,  sin  A         ,  ,  111- 

uant  a  —. ,  valeur  commune  des  rapports  de  la  relation 
sin  a 

des  sinus,  pour  avoir  son  expression  svmétrique    et   ex]ilicite 

A  A 

«a  a,  b,  c,  il  suffit  de  multiplier  entre  eux  i.  cos''  —  et  a  sin  2  — 

donnés  par  les  formules  de  Borda  [celles-ci  s'obtiennent  en 
faisant  la  somme,  puis  la  différence  membre  de  la  relation  (i) 
avec  l'identité  1  =  i].  Posant  25  =  a  -1-  6  -t-  c,  on  trouve 

sin«A  (  .A  A 

(3)  -^-—  =  -^— -4sin-^-  cosï - 
sin- a        sin^a  >  •?. 

sin  5  sin  {s —  a)siii  {s  —  b)  sin  {s  —  c) 

sin^a  sin-  b  sin-c 

-. ''-  .   Y 

sin  a  sin  b  sin  c  / 
en  posant 

(4)  û^.—  sin5sin(s  —  a)sin(5  —  b)  ?,'\n{s  —  c), 


(    'Qo  ) 
£2  eiinsi  défini  (4)   explicitement   au    signe  près,    le    problème 
proposé  est  résolu  par  le  système  des  trois  équations  (5)   sui- 
vantes, jointes  à  (i)  et  (4)  : 

(   Q«fA  =  sina(a — [icosG  —  ycosB), 

(5)  <Qc^B=sin6(^  —  Y  cosA  —  a  cos  G  ), 

(  Q  dC  =sinc(Y  —  a  cosB  —  ^  cos  A). 

Les  transformations  bien  connues  qui  viennent  de  donner 
cette  soixuian  résoudraient  aussi,  par  les  propriétés  du 
triangle  polaire,  l«t  problème,  sans  analogue  en  trigonométrie 
rectiligne,  étant  donnés,  les  trois  angles  et  leurs  erreurs  de 
mesure,  de  déterminer  les  câtés^  du  triangle  sphérique  avec 
l'erreur  moyenne  qui  les  affecte  (  les  transformées  des  formules 
de  Borda  donnant  les  côtés). 

L'utilisation /?ra/j^i<e  des  formules  ('))  suppose  qu'on  ré- 
solve au  préalable,  au  moins  approximativement,  le  triangle, 
pour  avoir  dX,  dB,  dC  :  les  formules  de  résolution  de  Borda 
donneront  le  calcul  de  12  tout  préparé.  Si  l'on  se  passe  de  iî, 
connaissant  A,  B,  G,  c'est  la  formule  (2)  qu'on  appli- 
quera. 

L'énoncé  est  muet  sur  les  erreurs  relatives,  ce  qui  simplifie 
la  discussion.  Si  l'un  des  côtés  a  a  son  sinus  infiniment  petit 
(a  voisin  de  O  ou  de  tt),  on  sait  géométriquement  que  sin  A 
l'est  aussi,  ainsi  que  b  —  c.  On  est  alors  mal  éclairé  par  les 
formules  (5),  ce  qui  est  naturel  puisqu'une  inconnue  A  (ou 
plutôt  sin  A)  tombe  au  rang  de  grandeur  des  erreurs;  seules 
des  erreurs  relatives  bien  spécifiées  préciseraient  le  pro- 
blème. 

Et  même  alors,  le  cas  des  trois  côtés  infiniment  petits,  le 
plus  intéressant  en  Géodésie,  se  ramenant,  par  la  méthode  de 
Legendre,  à  un  triangle  rectiligne  ayant  pour  angles  les 
dièdres  corrigés  du  tiers  de  l'excès  sphérique,  la  question  fait 
retour  à  la  trigonométrie  rectiligne. 

592. 

(  18i;l,    p.  2iti  ;    l',)16,  p.   5lf|.  ) 

Soit  un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  de  révolu- 
tion: de  chaque  point  de  la  ligne  de  contact,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  l'axe;  on  obtient  une  surface 
gauche;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second  cylindre  ; 
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conpant  les  deux  cylindres  par   un  plan^    la  section   du 

second  cylindre  est  la  développée  de  la  section  du  premier 

cylindre.  M.  Dunesme. 

Solution 

Par  M.  M.  Faucheux. 

Le  théorème  énoncé  sous  cette  forme  générale  est  évidem- 
ment faux;  s'il  est  vrai  pour  un  plan  particulier,  il  n'est  pas 
vrai  pour  un  plan  quelconque.  Nous  allons  le  vérifier  dans  le 
cas  où  le  deuxième  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  à 
celles  du  premier,  les  deux  cylindres  étant  coupés  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface  de  révolution. 

Prenons  cet  axe  pour  axe  des  z\  pour  plan  des  xz  un  plan 
parallèle  à  la  direction  des  génératrices.  Soient 

a;  =  iocos6,         ^  =  psin6,         z=f(p) 

es  équations  de  la  surface  de  révolution.    Soient    qt,    [î,   y   les 
cosinus  directeurs  des  génératrices. 
Des  calculs  simples  donnent  pour  la  courbe  de  contact 

Y  =  ^/'  (  ?  )  cos  6 , 

et  pour  la  trace  du  plan  tangent  le  long  de   cette   courbe   sur 
le  plan  des  xy 

(i)  Xcose-+-rsine^-4^  =  0  =  o. 

-^  fi?)       ' 

D'autre  part,  la  surface  gauche  a  pour  équations 
X  =^  X,         y  =  X  l^il^gf),         ^=f{?)j 

p  et  9  étant  liés  par  la  même  relation  que   plus  haut. 

De  nouveaux  calculs  montrent  que  le  long  de  la  courbe  de 
contact  on  a 

_  Y  tang2  6 

^-  -drw 

et  que  la  trace  du  plan  tangent  a  pour  équation 
(2)  X  sine  — Ycos6^.^sine/(p). 

Léqualion  (2)  représente  une  droite  perpendiculaire  à  la 
droite  (i)  et  est  précisément  celle  à  laquelle  on  parvient  en 
différentiant  (i)  par  rapport  aux  paramètres  qui  y  ligurent; 
donc  la  droite  (2)   qui   est   tangente   à    la  section    du    second 
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cylindre  est  normale  à    l'enveloppe   de   (\),   c'est-à-dire   à    la 
section  du  premier  cylindre,  ce  qui  démontre  la    proposition. 

598. 

(  18i  1,  |J.  216.  ) 

Pour  quelle  longitude  O  du  Soleil  le  temps  que  son 
disque  met  à  traverser  le  méridien  est-il  ou  maximum  ou 
minimum?  Dunesme. 

SoLUTiox    ET  Bibliographie 
Par. M.  H.  de  Montillh. 

11  y  a  longtemps  que  le  Recueil  didactique  intitulé  Exei- 
cices  astronomiques  (18S9.  édit.  Hermann,  p.  '297),  par  L.-J- 
Grney,  directeur  de  l'Observatoire  à  Besançon,  a  range  et 
résolu  cet  exercice  comme  question  courante  d'astronomie 
sphérique. 

En  appelant,  avec  cet  auteur,  (D  la  déclinaison  du  Soleil 
par  rapport  à  l'équateur  vrai,  rX>  son  ascension  droite  vraie, 
rf-lo  la  variation  de  -lo  pour  une  heure  de  temps  moyen,  /•  le 
ravon  vecteur  de  l'orbite  terrestre  (mesuré  avec  l'unité  astro- 
nomique très  voisine  du  vecteur  moyen),  Aq  le  diamètre  appa- 
rent du  Soleil  à  l'unité  astronomique  de  distance,  6,,-  la  durée 
sidérale,  en  secondes,  du  passage  du  c?e/nt-diamètre,  et  m  une 
constante,  l'auteur  établit  d'abord,   à   l'exercice  126,    que   0^. 

s'exprime  par  Aséc(i3  j  A  étant  le  diamètre  angulaire  au 

moment  de  lobservatiun.  Cela   résulte  avec   évidence,    si    l'on 

met  à  part  le  facteur ,    de    la  considération    du   triangle 

)  —  u 

sphérique  formé,  pour  l'observateur,  par  la  trace  de  l'axe  des 
pôles  géographiques  sur  la  sphère  céleste,  le  centre  du    Soleil 

et  un  point  île  conUict  méridien.  D'ailleurs  ijl  est  la  dérivée 

de  -Ao  par  rapport  au  temps. 

A  l'exercice  127,  la  relation  prend  la  forme 

(M)  0,=  ''"         ' 


dt 


i5  /'coslO    \         r  cosCD, 
<iui  montre  que  la  durée  du  passage  dn  disque  est 
1"  ma  rima  quand  r  co^(\?)  est  minimum; 
2"  mini  ma  quand  /cos'O  est  maximum. 


(  '93  ) 

~a'-^ \  —  e^  cosl  , 

La  constante    m   est  m  =  — -rrrr. — ; —  («   est   le 

li  X  J60O  X   366,242'2 

demi-grand  a\e  de  l'orbite  terrestre,  e  son  excentricité  ac- 
tuelle, I  l'obliquité  vraie  de  lécliptique  ).  Et  26,  représente 
alors  la  durée  correspondante  du  passage. 

Remarques.  —  1.  Ici  s'arrêtent  les  indications  succinctes 
de  cet  auteur. 

L'astronome,  vu  l'impossibilité  d'exprimer  en    ternies   finis, 

non  seulement  les  racines  en  0  de  l'équation— (  rcos(0)=  o. 

mais  même  toutes  les  équations  où  le  temps  serait  inconnue 
explicite,  n  a  admis  évidemment,  pour  obtenir  l'inconnue, 
soit  O,  soit  le  temps  /,  que  les  méthodes  d'approximation 
usuelles  en  astronomie. 

Il  a  déjà  fait  une  approximation,  très  légitime,  en    rempla- 

1  •     ■  •  j     '  —  ;-'• 

çant,  dans  ce  qui  précède.  par  i  -l-  jjl,. 

IL  Equations  de  résolution.  —  ^ous  arriverions  aux  équa- 
tions de  résolution  de  la  manière  suivante  (en  prenant  la  nota- 
tion 0  plus  usuelle  que  cÙ)  : 

(l)  (/•  cos  8;,'=  r)  coso  —  rsinô;=o; 

a(\  -  e-  t 
(2) 


1  -+-  e  cos  (  O  —  ^  J 

m  étant  la  longitude   du   périgée    dans  l'orbite    apparente   du 
Soleil. 

Or  la  relation  des  sinus  appliquée  au  triangle-rectangle  que 
forment  la  longitude,  I  ascension  droite  et  la  déclinaison 
donne  : 

(3)  sino  =  sin0  sinl  ; 
donc 

(4)  coso  ô^  =  sin  I  cosO  0f. 

lit  la  relation  (1  )  devient,  en  tenant  compte  successivement 
de  (4),  de  (3)  : 

—  t  cos'^'o  =  sin  0  sin  I  cos  O  0r  =  -  sin- 1  sin  2  O  Or- 
Ann.  de  Mat/iémat.,  4'  série,  t.  \I\.  (Mai   lyig.)  '^ 


(   '94  ) 
Or,  la  difTérentialion  logarithmique  de  {2)  donnera 

r'  e  ^'\n  ('^  =  m) 

'  r        I  -+-  e  cos  (kD  —  w) 

d'où 
(5)  esin(0  — CT)(i  — sinM  sin20) 

=  -sin^J  sin'2  0  [i-f-  e  cos  (0—  ra]  0| . 
2 

On  peut,  dans  l'équation  finale  (3),  exprimer  Q^  par  la  dé- 
rivée d'une  série  de  Lagrange,  bien  connue,  donnant  l'anoma- 
lie vraie  en  fonction  du  temps,  et  résoudre,  comme  il  est  dit 
ci-dessus,  par  approximations  successives,  soit  par  la  méthode 
de  Newton,  soit  par  celle  de  Gauss,  l'équation  transcen- 
dante (5).  Il  est  évident,  en  effet,  que  la  dérivée  de  l'anomalie 
vraie  par  rapport  au  temps  est  identique  à  celle  de  la  longi- 
tude écliptique  vraie. 

En  définitive,  on  sera  amené,  pour  une  année  entière,  à  cal- 
culer deux  rnaxima  de  0^  presque  confondus  avec  les  sols- 
tices, et  deux  minima,  l'un  suivant  de  près  d'une  semaine 
l'équinoxe  de  mars,  l'autre  précédent  d'autant  l'équinoxe  de 
septembre. 

Partant  de  cette  approximation  presque  évidente  ayeè  la 
formule  (M),  ou  de  l'intervalle  un  peu  plus  resserré  '  la 
Connaissance  des  Temps,  on  aboutira,  quand  les  dernières 
valeurs  se  confondront,  à  quatre  racines  en  t  qui  supposent 
le  mouvement  rigoureusement  elliptique  ou  képlérien.  Et  si 
l'on  veut  tenir  compte  des  perturbations,  on  en  corrigera  /•, 
0,  0',  S  dans  les  équations  (4)  et  ('i)',  ce  qui  conduit  à  une 
équation  (5)  rectifiée. 

En  dernière  approximation,  on  a  quatre  racines  /j,  t2,h,  h 
en  temps.  On  en  déduira,  par  les  éphémérides,  les  valeurs  de  0 
toutes  affectées  des  effets  d'aberration  en  angle  et  en  temps, 
de  la  précession  et  de  la  nutation. 

Il  est  bien  évident  que,  à  chacune  des  époques   rigoureuses 

trouvées  correspond  un    méridien    véritable,   lieu  des    points 

terrestres  qui  verront   précisément    le    passage   à  l'instant  du 

maximum  ou  du  minimum. 

1  -^0  I  /  '''       \ 

Toutefois,    la  durée   du    passage  1  — r  ^      i  -f-  ^  ) 

^  i  \>  r  coso   \         /•  cos  0  / 

n'a  été  exprimée  que  pour  une  observation    géocentrique.  La 
durée  locale  en  un  lieu  doit  être  corrigée  de   la  parallaxe  en 


(  ips  ) 

déclinaison.  Alors,  en  appelant  L  la  latitude  géocentrique    ré- 
duite du  lieu,  rn  la  parallaxe  du  Soleil  et  p  son  rayon  équato- 

rial,  on  appliquerait  la  correction  usuelle  -  rn  sin  (  o  —  L). 

En  ce  qui  concerne  l'observation  qui  ne  change  pas  de  place, 
les  zones  terrestres  qui  ont,  par  moments,  deux  passages  du 
Soleil  en  24  heures  (régions  polaires)  resserrent  au  maximum 
l'intervalle  entre  la  date  rigoureuse  calculée  et  la  date  réelle 
d'un  passage  méridien  pour  l'observatoire  fixe. 

617. 

(18«3,  p.    156  ;    1916,  p.  Mg). 

Théorème.  —  Soit  iv  =  u  -\-  iv  une  fonction  monodrome 
et  monogène  :  une  courbe  fermée  d^ équation  f{x,  y)  =  o, 
dans  le  plan  horizontal  des  indices  de  z  :  un  cylindre  ver- 
tical qui  a  f  {x^  y)  pour  base  ;  deux  plans  verticaux  P  et 
P'  rectangulaires.  Supposons  que  w  ne  devienne  ni  nulle 
ni  infinie  dans  l'intérieur  de  f  {x ^  y)  =  o,  et  que  l'indice 
de  z  parcoure  f  {x,  y).  Sur  choque  génératrice  du  cylindre 
portons,  à  partir  de  la  base,  les  longueurs  u  et  v  corres- 
pondantes; nous  obtiendrons  ainsi  deux  courbes  U  et  V. 
L'aire  de  la  projection  de  U  ou  de  V  sur  le  plan  P  est 
égale  à  Vaire  de  la  projection  de  \  ou  de  M  sur  P. 

Dewulf. 

Solution 
Par  M.  H.  de  Montille. 

Sur  la  surface  du  cylindre  (C)  envisagé,  considérons  un  élé- 
ment d'aire  courbe,  compris  entre  la  courbe  de  base  (B),  deux 
génératrices  infiniment  voisines,  et  les  arcs  de  chacune  des 
courbes  (U)  et  (V)  tracées  sur  (C).  Soit  ds  l'élément  d'arc  de 
courbe  de  base  (B)  pour  des  accroissements  élémentaires  dx 
et  dy  :  les  aires  infinitésimales  découpées  sur  (G)  ont  respec- 
tivement pour  parties  principales  li  ds  et  N ds. 

Or,  en  menant  les  plans  P  et  P'  par  l'origine  0,  on  ne 
perdra  rien  sur  la  généralité  |des  conclusions  concernant  les 
projections  des  aires  sur  ces  plans. 

Donnons  donc  à  ceux-ci,  ainsi  qu'à  leurs  traces  sur  le  plan 
des  xy,  les  équations  suivantes  : 

(P)  X  ^  37  cosa» -i-jj' sino), 


'  (P')  Yr=.r-sinw  — ^cosw; 
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Les  signes  =  d'identité  ci-dessus  définissent  une  transfor- 
mation de  coordonnées  par  rapport  aux  plans  (P)  et  (P'), 
xOy  :  écrivons-la  comme  il  suit  ; 


(a) 


X  =  X  cosoj    - 
d.T  =  cos  dX    - 

y  =  X  sin  o)    - 
dy  =  sin  tu  ^X 


Y  sin  a», 
sin  o>  d\ , 

Y  cosw, 

•  costo  dY . 


est 


Cette  substitution  lim-aire  orthogonale  [(  module) 
sans  eft'et  sur  la  valeur  de  l'élément  d'arc  de  courbe 

ds  =  /f/X-M-  d\-i  ^  dS, 


qui  a  un  rôle  d'invariant,  de  même  que  le  module  a^^-t-^^  Je  z 
ou  de  x-^yi.  qui  devient  le  module  X^-f-Y-  de  X  -i-  Yi  =  Z. 
Il  y  a  uniquement  une  différence  d'argument,  de  oi,  entre 
z  =  X -7- yi  el  Z  =  X-4-Y?:  en  effet,  les  relations  (2)  don- 
nent : 

(3)     a^ -f-^i  =  (cos  oj -H  i  sin  w)(  X  H- Yt)  =  ?w/(  \  _i_Y/ 


•-'t  y-, 

.   En 
luu  que 


cela  résulte  de  ce  que  les  axes  ont  tourné  de  w. 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  tv,  monogéne  e 
se  transforme  en  une  fonction  W  monogène  en  > 
effet,  la  monngénéité  de  w  signifiant  que  (v  n'est  f.>. 
de  la  combinaison  x-i-yi^  on  voit  que  sa  transformée  W 
n'est  aussi  fonction  que  de  la  transformée  de  .r -\- yi ,  c'est-à- 
dire  de  eW{(X-+-Yf)  en  vertu  de  légalité  (2).  En  définitive, 
e'-i'  étant  constant,  W  n'est  fonction  que  de  X  -t-  Y/;  W  est 
donc  monogène  en  X,  Y. 

Ecrivons  alors  W  sous  la  foruie  W  =  k  -1-  Lt;  et  affectons 
de  l'indice  1  toutes  les  variables  et  fonctions  se  rapportant  à 
une  même  affixe  considérée  :  Xt,  yi,  Z\\  X\,  Y|,  Zi,  etc.  Là 
transformation  (2)  entraîne 


W,  =  V, 


U,; 


L,  =  V 


Or,  l'aire  élémentaire  L  |  c/.v  a  pour  piujeclinn 

Uj  ds  -7^  =  L,  dX 

ds 


sur  le  plan    des   X,   puisque   ds  =  dH:    cette    projection    vaut 
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donc  KjdX.  On  verra  de  même  que  Li^Y  est  la  projection  de 
l'aire  \ids  sur  le  plan  des  Y. 

Et  pour  un  contour  fini  allant,  sur  la  base  (B)  de  Zq  à  z, 
ou  de  Zo  à  Z,  les  aires  projetées  correspondantes  seront 

(4;  f   KdX  et  f   Lr/Y. 

Prenons  la  dérivée  de  chacune  de  ce«  expressions  d'aires 
par  rapport  à  la  varialile  qui  donne  son  nom  à  l'axe  bordant 
l'aire.  En  différentiant  sous  le  signe  d'intégiation,  ces  dérivées 
seront 

Or,  les  deu\  dérivées  partielles  sous  le  signe  1  sont  préci- 
sément égales,  leur  égalité  exprimant  une  des  deux  conditions 
de  monogénéité  de  W  =  K  -r-  Li.  quoii  vient  de  montrer  mo- 
nogéne.  Par  suite,  les  dérivées  (4)'  étant  égales,  leurs  fonc- 
tions primitives  (4)  ne  diffèrent  que  par  une  constante,  cette 
•-nte  est  d'ailleurs  nulle,  nos  aires  projetées  étant  nulles 
■atrice  initiale. 

.le  condition  de  monogénéité  de  \V  prouverait 
légaliiv. ,  signe  prés,  des  aires  obtenues  eu  intervertissant 
les  plans  sur  lesquels  on  projette. 

Autre  solution  par  M.  M.   Faucheux. 
693. 

(1864,  p.  I  ;.j.  ) 

Trouver  l'équation  des  courbes  parallèles  aux  ovales  de 
Descartes.  Strebor. 

Solution 

Par  M.   H.   Brocard. 

Cette  question  de  Strebor  (William  Roberts),  proposée 
en  1864,  paraît  remonter  au  moins  à  l'année  186J.  Sa  solu- 
tion analytique  entraînerait  certainement  à  une  très  grande 
complication,  et  il  est  parfaitement  légitime  de  croire  que 
W.  Roberts  en  avait  rencontré  une  solution  géométrique. 

Cette  induction  est  singulièrement  corroborée  par  l'étude 
parue  ici  Sur  les  surfaces  d'égale  pente,    par    M.  A,  Myller 
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(1917)  P-  4'3-42o),  dont  la  conclusion  donne,  en  efTet,  pour 
la  solution  désirée,  l'élégante  proposition  que  les  courbes  pa- 
rallèles aux  ovales  de  Descartes  admettent  une  triple  généra- 
tion par  cercles  dont  les  centres  décrivent  un  cercle  fixe  et 
dont  les  rayons  sont  proportionnels  aux  distances  des  centres 
à  un  autre  cercle  fixe. 

Si  ce  résultat  avait  été  déjà  au  moins  partiellement  obtenu 
par  \V.  Roberts,  cela  aura  pu  lui  suggérer  la  question  693, 
puisqu'elle  paraît  ainsi  abordable  par  l'analyse 

Je  n'ai  pas  poussé  plus  loin  cette  investigation,  niais  il  est 
à  croire  que  cette  remarque  donnera  des  facilités  nouvelles 
pour  y  parvenir  depuis  J4  ans  que  la  question  693  a  été  pro- 
posée. 

880. 

(  1868,  |).  y-i'}-.   1917,  p.   i.>8.  ) 

P  étant  le  produit  des  entiers  inférieurs  et  premiers  au 
nombre  M,  la  différence  V  —  i  est  divisible  par  N  si  N  n'est 
ni  premier,  ni  le  double  d'un  nombre  premier,  ni  une 
puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ni  le  double  d'une 
telle  puissance.  Ltonnet. 

SOLITIOX 
Par  M.  H.  de  Montili-i:. 

Serret,  dans  son  Traité  d'Algèbre  supérieure,,  énonce  et 
démontre  ce  théorème,  sous  le  titre  général  de  théorème  de 
Wilson  généralisé,  sans  mentionner  d'attribution  de  priorité 
ou  de  découverte.  C'est  au  Tome  II  (§296,  p.  37)  qu'on  lit 
cet  énoncé,  dont  le  n"  880  n'est  qu'une  partie  : 

Si  P  désigne  le  produit  des  p  (.M)  nombres  premiers 
avec  M  et  non  supérieurs  «  M,  on  a  P  ^  ±:  i  (mod  M),  c'est- 
à-dire  que  P  donne  le  même  reste  de  division  par  iM  que 
±  I ,  savoir  : 

P^  —  I,  si  .VI  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  im- 
pair,, ou  égal  au  douhm;  d'une  telle  piissance,  om  égal  à  4; 
et  P  ==  H- I  (  moil  M )  —  c'est  l'énoncé  880  —  dans  tous  les 
autres  cas. 

La  démonstration  que  donne  Serret,  débarrassée  de  la  nota- 
tion et  du  langage  des  congruences,  est  très  élémentaire.  Je  la 
résume,  avec  ses  notations  simplifiées  : 

Soient  a,  p,  y,  ...   les   cp(l\I)   nombres 'premiers  avec    M    et 


{  ipo  ) 

non  supérieurs  à  M  (et  a  un  nombre  arbitraire  de  celte  suite). 
Considérons  les  restés  des  divisions,  par  iM,  de  leurs   pioduits 

par  un  nombre  a  :  aa,  a^,  «7,  Ces    restes    reproduiront 

dans  un  certain  ordre  les  nombres  a,  [i,  y,  ...  eux-mêmes.  En 
particulier,  1  et  .M  —  1  y  figurent.  Considérons  le  produit  aa 
qui  donne  pour  reste  1  ;  Serret  appelle  a  et  a  des  associés  du 
premier  genre,  si  a  ^  a.  Si  «  =  a,  avec  i  pour  reste  du  pro- 
duit a^^aoL,  on  voit  que  —  1  (ou  .M  —  i  qui  lui  est  équiva- 
lent) est  le  reste  de  a  (M  —  a):  a  et  a  sont  alors  associés  du 
second  genre,  et  sont  alors  racines  conjuguées  de  l'équation 
.V- — I  =  m'^  de  M  :  elles  forment  ;ji  couples. 

Or,  le  produit  de  tous  les  nombres  du  premier  genre  est  de 
la  forme  m<^  _M  -;-  i . 

Celui  de  tous  les  nombres  du  second  genre  est  m<^.\I -t- (  —  i)**. 

Donc  P  —  I,  si  a  est  pair,  est  multiple  de  M. 

Or,  dans  les  seules  liypotliéses  que  nous  laisse  Lionnet 
pour  résoudre  en  entiers  x^ —  i  =  m«  de  M,  ou 

(i)  (x  —  \)  (x -h  1}  —  m'^  c\e  M, 

doit  être  de  la  forme  a*'  a*^  .  .  -"f;'.  n  étant  au   moins  égal 

1^-,  ,  "S,  si  a\  est  2  et  a,  =  1,  il  faut,  par  hypothèse,  /i  >■  1. 
—  Serret  fait  remarquer  qu'il  faut  exclure,  en  plus,  M  égal 
à  4. 

Il  s'agit  de  montrer  que,  cela  posé,  ;j.  est  pair  :  le  raison- 
nement de  Serret  (t.  Il,  §  nS)-)  se  base  sur  ce  que,  daprés 
l'équation  (i;,  le  nombre  des  couples  de  valeurs  conjuguées 
de  X  est  le  nombre  de  décompositions  de  M  en  deux  facteurs 
A  et  B  ayant  au  plus    i   pour   plus   grand   commun    diviseur  : 

1°  Si  le  facteur  2  est  absent,  ce  nombre  est 

n(  n  ^  \) 
I  -f-  rt  H r   . .  .  =  2"  =  a. 


•2"  Si  a*>  =  2,  la  parité  reste  la  même  en  ne  considérant  que 
les  autres  facteurs,  et  a  est  encore  puissance  de  2. 

•2"  Si  M  =  ^'^//i,  m,  étant  le  type  de  nombres  de  la  première 
hypothèse,  on  ne  change  pas  la  parité,  en  comptant  les  dé- 
compositions de  m,  soit  2^;  puis,  en  affectant  les  deux  fac- 
teurs de  m  des  facteurs  2*-',  2  ou  2,2''-'.  Cette  dernière  opé- 
ration n'ajoute  rien  si  k  =  2.  Si,  de  plu«    'n  =  i,  c'est   le  cas 
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de  M  =  4)   oî'  1^  65l  impair,  exception  que  mentionne  Serret. 
Si  in,  premier  avec  i,  est  quelconque  et  K  >  2,  \i  est  pair. 

1446. 

(  1883,   p.  2io;    1916,  p.  39!.  ) 

Les  nombres  de  Bernoulli  et  d' Euler,  définis  symbolique- 
ment par  les  relations 

(B  +  i)/'—  B/'=  o, 
(£  -\-i)P+  (z  —  i)i>=zo, 

satisfont  aux  relations  symboliques 

(2  B  -H  i)/'=  (2  —  2/')  B/„ 

(4  B -(- i)/'=  (■2  —  2/')  Bp  — /)£/,-,, 

(4 B  -I-  3)/'  =  ( 2  —  2/')  B/, -^pzp-r. 

E.  Cesaro. 
Solution 
Par  M.  L.  Poli. 

On  peut   voir  dans    Lucas   {Théorie  des  nombres,  p.  i^i) 
la  relation 

(B a; )/'-}-(  Bar  -+-i)/'-+-  . .  .  -\- (hx  -\-  x  —  i)i>  —  x^p. 
On  en  déduit  pour  ar  =  2 
(i)  (aB4-i)/'  =  (2  — 2/')B/,; 

puis,  pour  X  =  4, 

4/'Bp-i-(4B-+-i)/^4-2/'(2B  _Hij/'-t-(4B  -+-  3)/'=  4B,>; 
d'où,  à  cause  de  (i), 

(2)  (4B-h-i)/'-4-(4B -T- 3)/'=  2(2  — 2/')B/.- 

D'autre  part,  on  a  {Ibid.,  p.  258  et  p.25i) 

jo  £j,^i  =  ( 2  B  H- i)/*  —  ( 4  B -+- i)/' 

qui,  avec  (1)  et  (2),  donnent  les  deux  autres  relations  deman- 
dées. 

—  ■■«■  —  — 
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[H5a] 

RÉnicnox  A  L\E  vmw.  normale  dix  système 

D'ElilATIO.VS    DIIFEKEXTIELLES     SIMLTJAXÉES 
IJ\ÉAIRES  A   tOEFFICIEMS  CO\STA\TS; 

Pau  m.  h.  YOCrT. 


1.  Nous  emploierons  le  symbole  JJ  pour  représenter 
la  dérivée  -^  ('),  et  nous  écrirons  une  expression 
tlilTérenhelle  linéaire  et  lnmiogène 

d'"  y  d"'-^y     '  dy 

""'Ib^-  "'  d^^  ^ •  •  •  -- ^"-' 7!^  -^  «"'•>- 

sous  la  fornie  symbolique 

>  a,ï)"'  -  r,,D"'-'  ^.  .  .--  rt„,_^,  D  ^  a,n)y. 

Nous  (-tudierons  un  svslème  de  ii  »;quationsdifl['rren- 
tielles  linéaires  simultanées  à  n  fonctions  inconnues, 
que  nous  écrirons  sous  la  forme 

(  «ii<D)j,-r-a,2(D)j',^...-:-a,„(D)j„=  «,, 

[  <^«i^  D)7i-^  ««2(D)j^2  — •  • .—  a„,i{\y  )yn=  Un'-. 

nous  sup])oserons  que  les  seconds  membres  sont  des 
f(jnctions  connues  de  x,  que  les  coefficients  a/y  iDj  des 
inconnues  sont  des  polynômes  à  coefficients  constant^. 

y^  )  Les  conditions  dyns  lesquclli'S  peuLi-lrt-  lUilisc  le  symbole  I> 
el  la  légitimité  des  npêrations  cirecluces  sur  les  fractions  ralion- 
nelles  de  ce  symbole  sont  discutées  et  précisées  dans  un  article  : 
Sur  le  calcul  symbolique  et  ses  applications  à  l'intégration  des 
rquations  différentielles  de  l'élcctroteclinique  '  flevue  générale 
de  l'électricité,  t.  Il,  p.  '(83  et  563). 

Ann.  de  Malhéraat.,  '\    série,  l.  XI\.  (Juin  içmo.)  iG 


<'t  nous  nous  liiailei'ons  ;iu  ca-^  où  le  déterminanl  do 
cc^  coefllcienls 

A(D)  =  \a;/h)\         (i,J^i:  ••'.,  .-.,  /M 

est  différent  de  zéro,  nous  réservant  d'examuier  plus 
tard  le  cas  où  il  est  identiquement  nul.  Nous  montre- 
rons que  le  système  (i)  est,  équivalent  à  uu  autre  s  vi- 
lenie d'équations  diîlerentielles  renfermant  chacune 
une  seule  fonction  inconnue,  la  somme  des  ordres  de 
ces  équations  étant  f-^^ale  aude£:réde  A  (D);  nous  nous 
appuierons  pour  cela  sur  le  lemme  suivant  ; 

/'Jn  composant  syinholiquenicnt  les  équuùons  (i) 
avec  les  élémenls  d'un  syslème  dr  polynômes  entiers 

a'iji  D  I         (  i,  /  =  i .  ■> n  ) 

dont  le  déterminanl  A'(D)  se  réduil  <i  V unité,  on 
forme  un  système  d' équations 

i 


2(  '^<-ic''i'j  )r./=2^'^''"' 


éqaiçalent  au  premier . 

Cela  résulte  de  ce  que  le  svstéme  (  1)  se  déduit  inver- 
seiuent  des  équations  (2)  en  composant  ces  dernières 
avec  les  éléments  du  système  complémentaire  de  a^^(D'), 
(^t  tous  ces  éléments  >-ont  des  polynômes  entiers; 
toute  solution  du  système  ( \')  satisfait  au  svstèMie  (2) 
et  ré>  iproquement. 

!2.  Considérons  le  déterminant  A(  IJ)  des  coefficienis 
a;j]  désignons  par  A,  (fjj  le  })lus  commun  diviseur  de 
<es mineurs  relatifs  aux  élémenlsde  la  premièrecolonnc, 
et  d'une  manière  générale  par    V/(D)   le  plii:>   grand 


(     20j     ) 

cominuii  flfxiseiir  des  iiuaeurs  de  A(Dj  ne  renlcimatit 
jiiicua  élcmeiiL  des  /  premières  colonnes.  inineiir> 
d'ordre  nuixiiniim  tirés  delà  matrice 

M/  ~  Il  «/y+,  «// +.2  -  .  .  Clin  II  f  /  =  I  ,?......   /t  )  ; 

nmis  obtenons  une  suite  de  |)olynomes  auxquels  nou> 
adjoignons  S.n  i\)  )  =  i  ;  cette  suite 

Am».     AifD;,     AoCD).      ....     A„(l)i 

^>L  telle  que  cliacun  de  ses  termes  divise  le  pn-cédenl  ; 
UDUS  formons  ensuite  les  quotients  successifs 

^        Al  (M.  -       •'        A.lD)  •  A„(I«i 

dont  ]e  produit  est  éyal  à  A(D). 

Les  mineurs  A/,  de  A  relatifs  aux  éléments  de  1;* 
première  colonne  ont  pour  plus  grand  commun  divi- 
seur A,:  on  sait  calculer  par  des  opérations  élémen- 
I  lires  des  polvnomes  entiers  que  nous  appellerons  />,i(D  >. 
tels  que  l'on  ait  identiquement 

^11  ^11—  '''21^0,-;-. .  .-^-  ha\  A„i  =  A,  : 

nous  pouvons  écrire  le  premier  membre  sous  forme 
filin  déterminant  que  nous  appelons  B,  et  qui  est 

i;  =  \h,^ai.ai->  .  .  .  «/„  I  =  A,. 
< jonsiderou--  de  même  les  miaenis 


(   }l,    /i    =    I       •.> I}\     Il    ^v    /    , 


daia  <"i/,._ 
1  nés  de  la  iiial  m.'c 

.^1.=  ||a,-3a,i.  .  .  (li,,  Il 
mineurs  qm  on!  j)oiii'  plus  grand  commun  di\iseiir  Aj  ; 
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nous  savons  calcnler  des  polynômes  entiers  //,a  tels  que 
Ton  ail 

V/  ^'^         _  A    • 

.«^         âa/,i  Oa/,, 

par  analogie,  nous  écrirons  le  premier  membre  de  celle 
égalité  sous  la  forme  d'un  déterminant  que  nous  appel- 
lerons C  et  cjue  nous  écrirons 

]\ous  iiilroduisons,  dans  1  écriture  de  ce  détermi- 
nant C,  'i/i  éléments  c/i,  c/o,  qui  ne  sont  pas  déterminés 
complètement  par  les  conditions  précédentes;  /eu/- 
existence  sous  forme  de  polynômes  n'est  même  nul- 
lement prouvée^  mais  elle  n^  est  pas  nécessaire  ;  nous 
n'aurons  en  efiét  à  utiliser,  dans  les  calculs  ultérieurs, 
que  des  développements  de  déterminants  suivant  la 
règle  de  Laplace,  et  que  les  déterminants  du  second 
ordre  tirés  de  la  matrice 


ces  déterminants  sont  précisément  les  jioljnomes  //;/,. 
Il  en  est  de  ces  éléments  c  comme  des  racines  imagi- 
naires on  idéales  de  certaines  é(|ualions  dont  les  [onc- 
tions symétriques  interviennent  seules  dans  les  calculs. 
De  la  même  manière,  nous  considérons  les  mineurs 
<le  A  tirés  de  la  matrice 

^1.3  =  1!  «/■.«/;;  •  .  .  a/„||, 

mineurs  ayant  pour  plus  grand  commun  diviseur  A;,; 
nous  savons  calculer  des  polvnonies  entiers  dont  les 
liroduils  par  ces  mineurs  ont  une  somme  égale  à  A;j  ; 
ces  polynômes  peuvent  être  considérés  comme  les 
déterminants   du  troisième    ordre  tirés   d'une  matrice 

\\tfndr>di,\\ 
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et  eiilidiiL  dans  un  délenninant  que  nous  appellc- 
i-ons  D,  te]  que  l'on  ait 

D  =  I  du  diidi^a,',  ...«/„  |  =  A. 3. 

l'exislence  et  le  rôle  des  éléments  d  donnant  lien  auv 
mêmes  remarques  que  pour  les  éléments  c. 

Nous  continuerons  de  la  même  manière  jusqu'au  plus 
grand  commun  diviseur  A„_.,  des  éléments  a,-,/,  el 
jusqu'à  un  déterminant  H  ayant  pour  valeur 

H   —   ]  /tu  h/o  .  .  .  /l/nCfin      =  A„-i. 

3.  Nous  considérerons  les  délcrniin;inls  successifs 
A,     B,     C,     D H 

et  les  mineurs  du  premipr  ordre  de  cliacun  deux  p;ir 
ra|)port  aux  éléments  a  de  la  piemière  de  leurs  colonnes 
qui  renferme  ces  éléments;  nous  formerons  ainsi  un 
tableau  de  polvnomes  entiers  : 

Au  i>|2  Ci;.  ...  Il]/,  , 

A.,,      B.,.      C..<      ...      II.,,... 


C, 


H,,,, 


dont  les  éléments  de  la  première  colonne  sont  divisibles 
par  A|,  ceux  de  la  deuxième  par  A2,  et  ainsi  de  suile. 
nous  elfectuerons  les  quotients  de  ces  éléments  parées 
diviseurs  respectifs,  et  nous  obtiendrons  un  nouveau 
tableau  dont  nous  désignerons  le  déterminant  par 


A,     A, 


A„ 


Ce   déterminant   est   égal  à    l'unité;   si   nous    le 
multiplions  en  effet  par  le  déterminant  A(D),    non- 


oblc'iions  pour  le  |»iO(luit  la  valeur 

—-  i  A/1  (1,1      —-  11  A/i  a, 2 
Al  A , 


AA  = 


A, 


-A/1  a,-,i 


A.. 


ï  I!,,  r/,|        —  S  B,2  Ci, 


—  :^  B  .,  «/„ 

A., 


-  H/„C7/„ 


les  sommes  étaiil  ellectuées  pour  les  \aicurscle  i  égales 
.à  1 ,  2 ,...,/?, . 

Mais,  dans  ce  produit,  les  éléments  de  la  diagonale 
j)rincipide  sont  respectivement  égaux  à 

A„-, 


A  A 1 


A„ 


d,r. 


<;eux  qui  sont  à  droite  de  cette  diagonale  sorU  lous  nu]" 
<;omme  développements  de  déleruiinauls  avant  deu\ 
colonnes  identiques  :  on  voit  donc  que  le  produit  A.\ 
ost  égal  à  ^/, ,  do,...  d,i  ou  A,  par  conséquent  A  esl 
<îgal  à  l'unité. 

Les  autres  éléments  du  déterminant  AV  nous  seront 
utiles;  ce  sont  des  polynômes  entiers  qui  peuvent  s'ex- 
primer sous  forme  de  déterminants  et  (pie  nous  dési- 
i^nerons  par  a//  '  '  !>  y  )  ;  ils  ont  |)()ur  \aleurs 

'J-ix       —  Y"  '  ^"  '^'^  '^'^  "''*  '  '  *  "'"  '' 
=t:i)        =  -^  I  Cil  Ci,  ai,  iii;  .  .  .  ai,,  I, 


=  Y"  r'''l<^''2«/2'',l   •  .  .  <-1ln\. 


"■'■nu  -  I  =    -T-  I  ^'/l  f^ii  ■  ■  •  l'iii  -  1  "iit-\ 


ï.    Puisfpie   le  déterminant  A  est   égal  à   l'unité,   lu 


composiliou  du  s\stt:tiie  des  é(juations  (i  )  avec  les  élo';- 
inents  de  ce  déterminant  fournit  un  système  équivalcnl 
au  premier;  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  pre- 
miers membres  des  nouvelles  équations  sont  précisé- 
ment égaux  aux  éléments  du  déterminant  AA  que  nous 
venons  de  calculer;  quant  aux  seconds  membres,  ils 
sont  respectivement  égaux  à 

ils  peu\cnL  du  reste  être  écrits  sous  forme  de  détermi- 
nants et  nous  les  désignerons  jiar 

c,  —  —  1  iti  'ti^Xi^a,'^  .  .  .  a,„  I, 

("i  =   T-  I  ^'^  "'■  "'3  '^''•'  •  •  •  '^'i"  I' 
^'.'.  =  -r-  I  Cil  Cil  'Il   (fii .  .  .  f^i/i  1^ 


—  I  hii/lil  .  .  •  Itin-llli 


Finalemeul,  le  système  des  équations  données  (i)  esl 
équivalent  au  système 

ic/,     (;D)yi  =  Cl. 

a,!    (D)jKi--f4   (D)j.,  =  V.,, 

que  nous  dirons  de.  forme  normale  ;  en  faisant  passer 
dans  les  seconds  meznbres  les  termes  de  coefficients  a,y 
iious  ari'ivons  au  résultat  suivant  : 

Lorsque  le  déterminant  A(^D  )  des  cocfjicients  des 
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inconnues  dans  les  éqtiaiions  données  n'est  pas  nuL 
le  système  de  ces  équations  est  équivalent  à  un  autre 
système  déforme  normale  constitué  pardes  équations 
successives 

<'/i(D)7i  =x  (V,.         d.2(D)f.2=iv-2,         d„(D)j'„=  w„; 

le  premier  membre  de  chacune  d'elles  renferme  une 
seule  fonction  inconnue  ;  son  second  membre  est  une 
fonction  déterminée  des  cjucuitités  données  et  des 
solutions  des  équations  précédentes. 

S.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

Remarque  I.  —  La  somme  des  ordres  des  équalions 
de  forme  normale  est  égale  au  degi"é  du  déterminant 
V(  D);  le  nombre  des  constantes  arbitraires  entrant 
tians  la  solution  générale  est  égal  à  ce  degré. 

Remarque  II.  —  Le  nombre  des  constantes  entrant 
dans  jK,  est  égal  au  degré  de  of,  (D);  comme  on  peut 
diriger  le  calcul  de  façon  qu'une  fonction  quelconque 
donnée  à  l'avauce  entre  dans  la  première  des  équations 
linalcs,  on  arrive  à  ce  résultat  : 

Pour  trouver  le  nombre  des  constantes  dont 
dépend  la  valeur  d' u  ne  fonction  inconnue^  on  déter- 
mine le  plus  grand  commun  diviseur  des  mineurs  du 
déterminant  A{D)  par  rapport  aux  coefficients  de 
cette  fonction;  le  nombre  cherché  est  égal  au  degré 
par  rapport  à  V)  du  quotient  de  A(D)  par  ce  plus 
grand  commun  diviseur. 

Remarcpie  IJl .     -  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 
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les  mineurs  de  A(D)  par  rapport  aux  coefficients  dune 
inconnue  sont  des  poljnomes  premiers  entre  eux  dans 
leur  ensemhle;  nous  pouvons  supposer  que  celle 
inconnue  e^lj'i.  Elle  est  alors  fournie  par  la  première 
f'quation  normale 

A(D)ji=  ri 

et  Ton  obtient  simplement  cette  équation  en  appliquant 
au  système  donné  la  règle  de  Cramer  utilisée  dans  la 
résolution  des  équations  algébriques  linéaires. 

Les  autres  fonctions  inconnues  sont  ensuite  déter- 
minées sans  aucune  intégration  nouvelle  par  des  équa- 
tions normales 

dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  détermi- 
nées de  }"|  el  des  quantités  connues. 

Remarque  If.  —  JJans  le  cas  général,  on  peut  appor- 
ter des  simplifications  aux  coefficients  des  équations  (3) 
lorsque  certains  des  polynômes  <3?(D)  se  réduisent  à  des 
constantes.  Si,  pour  fixer  les  idées,  dp  (D)  est  une 
constante,  jp  est  déterminée  sans  intégration  au  moyen 
de  j'i,  ^2,.  ..■iyp_{  ;  on  peut  ensuite  combiner  l'équa- 
lionde  rang/j  avec  chacune  des  suivantes,  et  annuler 
dans  celles-ci  le  coefficient  deyp. 

En  résumé,  on  peut  former  des  équations  normales 
de  la  forme  (3)  de  façon  que  les  coefficients  a/^  soieni 
nuls  pour  toutes  les  valeurs  de  /  dès  que  dp(I})  est 
constant.  Cette  simplification  peut  du  reste  étreobtenue 
"  priori  en  choisissant  convenablement  les  éléments 
A,  c, . .  . ,  h  des  déterminants  B,  (],...,  II. 


[M'5g] 

LE  THÉOUÉME  DE  ÎEIERBACII  DA\S  LES  CIKIOIES; 

Par  m.   MALGOUZOU, 

Ensei"!!^  fli'  \aissi';m. 


Soit  (L)  une  cubique  quelconque. 

Il  existe  trois  cubiques  (Uj),  (L2);  (U3)  dont  (U  ) 
est  la  hessienne.  J'appellerai  ces  cubiques  les  anti- 
hesslennes  de  (L).  A  chaque  antibessienne  correspond 
un  des  trois  modes  de  correspoudance  des  points  de 
(  U).  Dans  tout  ce  qui  sui\ra,  je  ne  considérerai  qu'un 
seul  mode  de  correspondance,  par  exemple  celui  rela- 
lif  à  rantibessienne  (U»)- 

Soit  A  une  droite  quelconque  cuupaat  (  L  )  aux  [)oinl> 
</,  /y,  r,  et  admettant  pour  pôles  relativemenl  à  (Ui  1 
les  quatres  points  P,  O.  Il,  S.  Les  trois  centres  A,  H, 
C  du  quadrani;le  POPtS  appariiennent  à(Li)  et  soni 
res[)ectivement  les  correspondants  de  a,  />,  c. 

^«  B  et  G  ;  6  C  et  A  ;  c  A  et  B  sont  en  ligne  droite. 

Il  existe  une  conique  tritanyenle  à  (U)  aux  point> 
A,  B,  C.  Cette  conique  est  la  poloconique  de  A  rela- 
tivement à  (U|)  ;  cette  conique  ^era  dite  associée  à  A. 

Considérons  la  transformation  quadratique  (Ti 
athnettant  le  triansle  A  B  C  (;omme  trianuie  fonda- 
mental  et  les  points  P,  O,  B,  S  pour  points  doubles: 

l\ir  la  transformation  (T),  la  cubique  (U)  se  trans- 
forme en  elle-même.  Deux  points  correspondants  de 
(  U  )  sont  deux  points  conj  ugués  de  cette  transformation. 

Toute  conique  (S  ).   circonscrile  au  triangle  A  B  C. 


coupe  la  cubique  (L)  en  trois  autres  points  A  l>  (. 
'[ui  sont  aussi  les  points  de  contact  dune  conique  Irl- 
tangente  à  (U). 

Soient  a,  b\  <■'  les  correspondants  respectifs  <le 
A'  B  C,  ils  appartiennent  à  une  même  droite  A'  Irans- 
lormée  de  (S)  dans  la  transformation  (T). 

A  tout  système  de  deux  droites  A  et  A'  correspond 
une  conique  (  S  ). 

Cercle  d' Euier  dans  les  cubiques.  —  Le  lieu  des 
points  tels  que  leur  conique  polaire  relativement  à  (  L  j  ) 
soit  une  hyperbole  équilatère  est  une  droite. 

Prenons  cette  droite  pour  droite  (A)  et  la  droite  de 
rinlini  pour  droite  (A).  Je  dis  que  la  conicjue  (Si 
relative  à  ce  système  de  deux  droites  est  un  cercle. 

En  edet,  <]ans  le  cas  considéré,  le  groupe  de  points 
P,  O,  R,  S  forme  un  ^rouxje  orlhocenlrique.  La  Irans- 
iormation  (  T)  devient  une  transformation  isogonale. 
La  Conique  (S),  transformée  de  la  droite  de  l'inlîni, 
est  par  suite  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

J'appelle  ce  cercle  cercle  d'Euler  par  analogie  avec 
!e  cas  du  triangle  où  la  cubique  (U)  se  réduit  à  troi> 
(^b'oites.  Aux  points  A.  B,  C  correspondent  les  pieds 
<les  hauteurs;  aux  points  A',  B'.  C,  les  milieux  des 
côtés  du  triangle. 

Cercles  tritcingcnls  à  une  cubique.  —  Pour  ai)r('- 
ger,  je  dirai  tritcingcnle  pour  conique  tritangente. 

La  condition  [>our  qu'une  tritangente  (F  )  passe  p;ir 
un  point  donné  I  est  que  la  droite  A  associée  à  rcitc 
tritangente  reste  tangente  à  la  conique  polaire  de  I  rela- 
tivement à  (L  ,  ). 

Ea  effet,  la  tritangente  de  A  est  la  poloconique  de  A 
relativement  à  (L,).  Considérons  deux  tangentes  (/)  n 
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(f)  à  la  tritangente  (  V  )  ;  soient  jn  et  ///  les  pùles  de 
ces  droites  relativement  à  (U()  qui  se  trouvent  sur  A. 
Quand  (i)  et  (t')  viennent  coïncider,  il  en  est  de  même 
de  m  et  m'.  La  conique  polaire  du  point  d'intersection 
de  (t)  et  (t')  contient  m  et  m'.  Donc  la  conique  po- 
laire d'un  point  I  de  ( T)  est  tangente  à  la  di-oite  asso- 
ciée à  (r)  et  le  point  de  contact  est  un  des  pôles  de  la 
tangente  en  (1)  à  (T). 

Paj'  deux  points  donnes  I  et  J  passent  quatre  tri- 
tansentes.  —  Les  droites  associées  à  ces  tritangentes 
sont  les  quatre  tangentes  communes  aux  coniques  po- 
laires de  I  et  J  relativement  à  (l^'t). 

Par  mode  de  correspondance,  il  existe  quatre  cercles 
Iritangents  à  une  cubique. 

Il  suffit  de  prendre  pour  points  1  et  J  les  points 
cycliques. 

Le  cercle  d'Euler  est  tangent  aux  quatre  cercles 
trilangents.  —  Les  triangles  ABC  et  A'B'C  envisa- 
gés plus  haut  étant  inscrits  à  la  coni(]ue  (S  )  sont  cir- 
conscrits à  une  même  conique  (S).  Les  droites  A  et  A' 
sont  également  tangentes  à  (-). 

Prenons  pour  A'  la  droite  de  rinfini  et  pour  A  une 
tiroite  quelconque.  Les  coniques  S  sont  des  pLirabolcs. 

Le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  est  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  A'B  CV,  autrement  dit  le  cercle 
d'Euler. 

Considérions  maintenant  le  cercle  (.s)  circonscrit  au 
triangle  ABC  (A  quelconque).  Il  contient  le  foyer  de 
la  parabole  (S). 

Ce  cercle  coupe  la  cubique  (L  )  en  trois  autres  points 
A4,B|,C(.  Il  existe  une  parabole  (S,)  inscrite  au  tri- 
angle  A,  B,  C| .  Les  foyers    des    paraboles    (S)  et  (-,  > 
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sont  les  deux  intersections  •]/  et  •},  du  cercle  d'Euler  et 
du  cercle  (5).  Si  (S)  est  un  cercle  tritangent  à  (L), 
les  paraboles  (S)et(S|)  se  confondent;  il  en  est  de 
même  de  'l  et  de  '^1.  Le  tliéorème,  extension  de  celui 
de  Feuerbach,  est  donc  démonti'é. 


[M'6ba] 

DÉMONSTRATIO\  DU  THÉORÈME  HE  CHASLES 
SUR  LES  ARCS  ÉGAIX  DE  LEIIXISCATE  ; 

Pau  m.  F.  BALITR.WD. 


Gbasles  a  appelé  arcs  associés  sur  une  conique  deux 
arcs  dont  la  ditrérence  est  rectifiable  par  la  ligne  droite. 
()uand  la  conique  est  une  bvperbole  équilatèi'e.  il  a 
énoncé  la  proposition  suivante  [C ■  /?.  Acad.  Se,  des 
28  octobre  !84>  et  21  juillet  iH^o)  :  A  deux  arcs 
associés  sur  une  hyperbole  équilatère  correspon- 
dent, sur  la  leniniscale  qui  est  sa  podaire  centrale, 
deux  arcs  égaux. 

Tl  n'a  pas  donné  la  démonstiation  de  ce  théorème, 
qui  ne  figure  pas  non  plus  dans  le  commentaire  tic 
De  Jonqiiières  (^Mélanges  de  Géométrie  pure.  p.  55 
à  I  i3).  Elle  ne  se  trouve  pas  davantage,  crovons-nous. 
dans  les  ouvrages  classiques  de  MM.  Gomes  Teixeira 
et  Gino  Loria  sur  les  courbes  remarquables,  aux  clia- 
pitres  consacrés  à  la  lemniscate.  La  seule  démonstra- 
tion que  nous  connaissions  est  celle  qui  a  été  donnée 
par  M.  \\.  Bricard  (A.  A.,  1902,  p.  i5o).  Nous  nous 
proposons,  dans  ce  qui  suit,  d'en  donner  une  nouvelle. 
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1);i.s('t  sur  des  considérations  de  jiéoniétrie  inlhiité^i- 
niale. 

Soient  M,  et  AL  deux  poiiils  d'une  eonicpie  liuiitaiii 
MU  ;irc  associé.  Ghasles  a  démontré  que  lorsque  cet  air 
se  déplace  sur  la  courbe,  les  tangentes  à  ses  exirémilé- 
se  coupent  en  un  point  M  qui  décrit  une  conique  lioiuo- 
locale  à  la  conique  donnée. 

Désignons  par  i-,  p,  s,  l'arc,  le  rayon  de  coiirliure  cl 
Tangle  de  contingence  de  (M)  en  M;  pai'  le>  uK-aie- 
leltres,  alTectées  des  indices  i  el  2,  les  éléments  corres- 
pondants de  la  conique  donnée  en  M,  et  Mo. 

Lu  normale  en  M  à  (M)  est  la  bissectrice  de  l'angle 
MiMMo;  elle  coupe  en  1,  et  Ij  les  nomnales  en  M, 
el  ]\L  à  !a  conique  donnée.  Le  poinl  I,  étant  le  centi-f 
instantané  de  rotation  pour  un  déplacement  ijifinimen! 
petit  du  segment  MAI,,  on  a 


ils         M  1 1 


I  )r  même 


d.'>.2               09 

ds        MI.,' 

el 

|Kir  suite 

dxi        ;,        Ml 
ds,  ~  z,  ^^  Ml 

Si  l'on  appelle  ^Oran-ie  M,  MJVL,  puisque  MI,  lo  esi 
la  bissectrice  de  cet  angle,  on  a 


dont 


MMi=  M!,  cosO,         MM.,  :=  M!, 
£^-,  _  £,         MM, 


M^ais  dans  une  conique  les  l'avons  dr  ((liiihinc 
en  i\eu\  de  ses  points  sont  entre  euv  coniiiu'  le- 
cubes  des  portions  de  t  ange  ni  es  eorrespoiidanto. 
("ouq)rlses  entre  leur  point   de   con<itiirs  et   les   poinK 
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(le    confacl.    Vi>.v    siiitt-. 

Cela  posé,  supposons  que  la  conique  tloanée  soit  uur 
livperbole  équilalète  et  ronsirlérons  lu  lemniscate  rju  i 
est  sa  iiodaire  par  rapport  à  son  centre  O.  Soient  |j., 
el  uLo  les  points  correspondant  à  M|  et  M^;  of-j,  et  </t^, 
les  élénienls  d'arc  de  la  icuîniscale  en  ces  points, 
i)  après  une  formule  connue,  on  a 


Mais  dans  l'hyperbole  écpiilatère  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  est  proportionnel  au  cube  du  rayon  vecteur 
de  ce  point.  Donc  f/T,  ^=i  ^/to.  c.  o.  f.  n. 


[D3a] 

SIR  LES  CONDITIONS  POUR  OU'l'NE  FO\CT!0\ 

P(.r.  y)  ^i(){.r.  y)  SOIT  MOXOGÉXE  ; 

Par  m.  M.ufuci.:  FRÉCIIET 

(Slinsbouii;.   Bas-Rliiiii. 


1.   Dans  un  jirécédenl  arlitde  publié  ici-nièiue  ('), 
j  ai  montré  après   W.-H.  N  oung  comment  les  énoncés 


(')  Nouvelles  Annales  dç   Maliu-maliques.  \'  série,  t.  \I1.  191  j. 
p.  1-35. 


(  ^><>  ) 

de  la  lliéoric  des  fonctions  de  plusieurs  variables  se 
juodclent  plus  exaclenienl  sur  ceux  relalits  aux  fonc- 
tions d'une  variable,  si  Ion  fornudc  diine  certaine 
façon  la  définition  de  la  dilTérentielle  totale. 

Je  faisais  remarquer,  en  outre,  que  non  seulement 
cette  définition,  qui  semble  due  à  Stolz,  est  ainsi, 
comme  VV.-H.  louni;  semble  le  premier  l'avoir 
montré,  plus  avantageuse,  mais  encore  (|ue  si  l'on  se 
place  au  point  de  vue  géomélrique,  celle  définition 
s'impose. 

Si,  en  ciTet,  on  dit  qu'une  fonction  z-  =  f{x,  y)  a 
une  dilïerentielle  totale  en  Xq-,  J'o?  lorsque  la  surface 
z  z=f(^j'^y,)  a  un  plan  tangent  non  parallèle  àO;, 
au  point  ro,  ,]'„?  ^o  =./ (^o' J^o)  6t  si,  l'éq.uation  de  ce 
plan  élant 

-  —  Zo=:p(x  —  Xo)-\-fj(y  —  JKo), 

on  aj)pelle  pdx-^-qdy  la  dilTérentielle  de  /(î^JK) 
en  ./„,  )'o,  on  voit,  comme  je  l'ai  prouvé  dans  cet 
article,  que  celte  définition  est  équixalente  à  la  sui- 
vante, qui  est  celle  de  Stolz  ;i  la  forme  près  : 

Une  fonction  /(j:,  y)  a  une  dinérentielle  totale  an 
point  ./■„,  j>'ni  ^'l  existe  une  fonction  linéaire  des 
accroissements  des  variables/?  Aa^ -+- ^  A)'  qui  nedilTère 
de  l'accroissement  de  /  que  |)ar  une  quantité  infini- 
ment [)elite  par  rapport  à  l'('cart  du  point  .r,^,  )'o,  et  du 
point  voisin  ./'o  H-  A.r,  ^"l'o  +  \y  •  Autiement  dit 

\/  =  p  \x  -+-  q  \V  -^-  £(  I  Aj"  I  -h  I  AjK  1  ), 

oi'i  £  tend  \ers  zéro  avec  |Ax|  +  |A)].  Il  en  résulte,  en 
))articulier  en  faisant  Ax  ou  Ar  nul,  que  /  a  une 
dérivée  partielle  par  rapport  à  ./■,  <|ui  est  //,  et  par  rap- 
port il  )',  (pii  est  q. 

II.   (Iciic    (]<''linilion    pci'met  de    formuler    correcte- 
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ment   et   simplement   les    conditions    auxquelles    une 
fonction  de  la  variahle  complexe  c  =  ,r  +  /  r  soit 

f\  z)=  V{x,jj-^  iÇ^x.  y) 

est  une  fonction  mo/io:,'è/tr'  de  r 

On  dit  qu'une  fonction  ,/(:?),  définie  dans  un  do- 
maine D,  est  monogène  en  un  point  Xq,  .)'o  t'e  D  si  elle 
a  une  dérivée  en  ce  point.  Dans  les  Traités  d'Analyse, 
on  énonce  comme  la  condition  nécessaire  et  suttisanle 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  l'on  ait 

ôP  _  dO  dP   __       ôO 

Ceci  suppose  donc  d'abord  que  P  et  Q  oui  des  déri- 
vées partielles  par  rapport  à.  or  el  à  y;  et  en  fait,  non 
seulement  on  le  suppose,  mais  on  suppose  que  ces 
dérivées  partielles  sont  continues,  sans  d'ailleurs 
prouver  que  cette  continuité  est  nécessaire. 

1I[.  A  l'aide  de  la  définition  de  la  différentielle  qui 
vient  d'être  rappelée,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  pré- 
ciser les  conditions  nécessaires  et  suffisantes. 

Si,  en  elfet,  /  est  monogène  en  .r^,  )'„,  on  a 

:: ::: Jz„  =  <«*' 

(0  étant  une  quantité  qui  tend  \ers  zéro  quand  ;  tend 
vers  ^„  ;  ou  encore  (  en  posant  ;=;„-!-  Ax  -h  (  \}'  el 
/(s)-/.;oi  =  AP  +  aO) 

: ^    /-      -      I.O. 

Ix  —  i  Aj-        •'  -" 

Si  l'on  pose  f-^  =  p  -i-  "/.    o)  =  Si  -r  /;.., 

AP  —  i\0  —  [(piv  —  7  Aj  )  -4-  a p\y  -^  <^{^-^)\ 
=  ^1  A.r  ~  £2 S.y  -T-  iiz\  i^y  -r-  z-yl  1. ), 
Ann.  de  Malhémat.^  '\'  série,  l.  \I\.  (Juin   i^nj.)  I7 


(  ^•B) 
D'où 

AP  —  ( p\x  —  </ Ar)  =  Si  A,r  —  £2  Ay, 

AO  —  ('/j  A^  +  <7  Aj^  )  =  £  1  A_7  -i-  E2  A.r . 
Or 

|£i  Aa-  —  £2-^J'|  _:  l^il  |A.r|  -H  Icol  l\)i 
_,(|£,|  +  |£,|)(|Ar|  +  |AjK|). 

On  peuL  donc  remplacer 

EiAt— £,Aj     par     £(  |  Aa?]  +  |  Ajk|), 

OÙ  £  tend  vers  zéro  avec  |  A./;|  4- |  Av'|.  Par  suite,  P  a 
une  différentielle  totale  pdx  —  qdy  au  point  .Toj  Jd- 
De  même,  Q  a  une  différentielle  pdy  -\-  qdx  en  ce 
point.  Alors 

f/P  -f-  / fl?Q         ( p  dx  —  q  dy  )  -h  i{p  d y  -\-  </  dx  ) 


dx  -H  i  dy  dx  -^  /  dy 

p  dz  -H  i(j  dz 


dz 


iq. 


Finalement^    si    f  [z)  =:  V (r ,  y) -\- i 0{x .,  y)    est 
mono  gène  en  x^^  Jo  -' 

1"   P(j-,  )')  et  (^(/"ij')  onl  chacun  une  différen- 
tielle au  sens  de  Stolz  au  poini  ./"„,  )■„; 

y"  Et  le  quotient  de  la  différentielle  de  f  par  in 
différentielle  de  ;,  soit 

dx  -f-  idy 

est   indépendant  de  dx    et  de  <ly.  l.e   (|uolifnt   sera 
d'ailleurs  la  dérivée  /.'  . 

La  récipro<iue  est  vraie.  Car  alors  on  aura 

AP  -d?  =£(|A,ri  +|A/1) 
AO  —  rfQ  =  e'  (  I  AiC  I  -^-  I  A7I 

3,  s'  tendant  vers  zéro  avec  A;. 
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D'où 


A/_  AP  — ;AQ 

Aj         \x  -+-  ily 

dP  —  idO        ,  ._,     /|Ax|-H|AjK!\ 


dx  —  i  dy 


/|Ax|  +  |A^|\ 
V    Ao;  -^  «■  A  r    / 


Le  premier  terme  i\n  dernier  membre  est,  par  liypo- 
tlièse,  une  quantité  p  -r-  i'j  indépendante  de  d.r  =  A./ 
et  de  ^/)' =  A)'.  Dans  le  dernier  terme,  s -h /s'  tend 
vers  zéro  avec  A:;  et  le  module  de 

lA.ri^lAj'l 


\x  -h  i  ^y 


est  inférieur  à  y  2.  Donc  — ^  tend  vers  p -\- / // .  ([ueUe 

que  soit  la  manière  dont  Ax  et  A)'  tendent  vers  zéro. 

IV.  On  remarque  du  reste  que  les  conditions  1" 
et  2",  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  _/'{:■)  soil 
monogène  en  ./„,  Jo?  peuvent  s'exprimer  ainsi  : 

a.  P(.r,  )')  et  Q(x.  )')  ont  des  dérivées  partielles' 
par  rapport  à  .r  et  par  rapport  à  )'  au  point  r,,,  )„ 
(cette  condition  est  en  général  sous-entendue). 

b.  On  a 

^  _  àQ  dP_  _       oQ 

(cette  condition  est  en  général  la  seule  exprimée  i. 

c.  Les  quantités 


AP  —  (  A.7-  -f-  - —  Ak  )  »  AQ  —  (  -^  A.r  H Ar  ) 

\0t„  fjyo    "  j  0x0  ilvn    -  j 


sont  infinimeni  |)etites  par  rapport  à  |Aj:"|  +  lAr|  (cette 
condition  est  généralement  soit  omise,  soit  remplacée 
par  la  condition  inutilement  restrictive  de  la  conti- 
nuité des  dérivées  premières  de  P  et  de  O). 
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[L'ila] 
GROll'ES  DE  POIi\TS  SLR  L'IlVrElIROLE  ÉQUILATÈRE  ('); 

Pau  m.  J.  SEU. 


Tout  en  gardant  les  notalioiis  de  M.  Appell.  je  sii|»- 
primerai  les  indices  pour  les  sommets  A,  B,  C,  D  du 
premier  quadrilatère  Q  en  désignant  par  A, ,  Bi ,  C| ,  D, 
les  sommets  du  quadrilatère  (^i  formé  des  orthocentres 
des  quatre  triangles  de  Q,  et  par  A„,  B^,  C,;,  D,,  les 
sommets  du  quadrilatère  Q„  obtenu  en  répétant  // 
lois  la  même  opération. 

Je  désignerai  par  Xn-,  J'n,  les  coordonnées  d'un  soui- 
met  de  Q,;  en  mettant,  s'il  j  a  lieu,  l'un  des  indices  <-/„. 
^'ni  Ciii  (in-  pour  le  somuiet  correspondant. 

I.  A.  Définissons  uu  point  auxiliaire  a  par  ses  coor- 
données 

(i)  ;  =  Xari>XcT,i,        r,  =  yayi,ycy,i. 

Eu  vertu  de  la  relation  rap[)clée  par^I.  Ap])ell, 

(2)  X„^.Ti,.TcXa=  —   I, 

nous  avons  l'égalité  londament.ile 

.r,ï=  — .r, 
et  par  suite 

II  :r,^  =  \\{—x), 
c'est-à-dire 

>    i      :; 

C)  Exercice  proposé  par  M.  P.  Ai)pcll  (A'.  A.,  irii''^,  p.  4')- 
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et  (111116  manière  générale 

■(3)  l«  =  ^'-^'". 

Etudions  au  moyen  de  ces  formules  la  variation  du 
point  'j.,1,  et  comme  conséquence  celle  des  points  A,j, 
n„,  C,v,  D„.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer. 

1°  Les  sommets  de  Q  situés  sur  une  même  branche 
•de  riijperbole  sont  en  nombre  pair,  le  quadrilatère  Q 
€St  convexe. 

ç  et  r,  sont  positifs  et  ç,  etr, ,  le  sont  aussi  ;  les  points 
\).„  sont  donc  sur  la  branche  positive. 

Si  nous  supposons  à  l'origine  ;  ^  i  le  pinnt  x  est 
au-dessous  de  la  bissectrice  x  =  y;  mais  comme  ^i 
■est  alors  <;  i,  le  point  u.,  est  au-dessus.  Les  points  ^ut.„ 
sont  alors  alternativement  des  deux  côtés  de  la  l>issec- 
Irice  ;  ils  s'éloignent  de  plus  en  plus  à  l'inllni  dans  la 
direction  de  Ox  pour  les  indices  pairs,  dans  celle  de  O)' 
pour  les  indices  impairs.  JNous  avons,  on  elTet, 

lim;i,,=  v:,         lim;.2/i+i  = '^• 

C'est  l'inverse  si  ;  <<  i . 

Voyons  comment  se  comporte  un  sommet  A.  Nous 
avons  successivement 

.r,ï=  — a-,        •^oçi  =  — ^i,         

et  par  suite 

(  — 3i"— 1 
(4)        :r„=  (— i)"3:;-l+'-3)-!--.+-'.-3;"-'=  (—  i)«a'i        * 

Donc  Xn  change  de  signe  sui\ant  la  parité  de  //.  l^es 
sommets  A»  vont  d'une  branche  d'hyperbole  à  l'autre. 
En  outre,  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opérations, 
J7,t  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i,  suivant  le  signe 
de  l'exposant  de  i  dans  la  formule  (4).  Pai'  suite,  il 
passe  tantôt  au-dessus   tant<)t  au-dessous  de  la  bissec- 
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Irice  en  s'éloii;aaul  à  rjnliui  dau>  lu  dlreclioa  des 
asymptotes. 

2"  Si  les  points  sllués  sur  une  même  branche  sont  en 
n(uu])re  impair,  un  des  sommets  de  Q  étant  alors  inté- 
rieur au  triangle  formé  par  les  trois  autres,  les  résultats 
sont  analogues,  mais  jj-^  l'este  toujours  sur  la  branche 
négative,  et  les  sommets  de  même  lettre  A^  restent  tou- 
jours sur  la  branche  d'hyperbole  où  ils  se  trouvaient 
ail  dé'jut. 

On  j)eut  étudiei"  la  variation  du  quadrilatère  d'une 
autre  manière.  Les  formules  (4)  peuvent  s'écrire 

'  biS)  fUji  —  ^  —      —  >  ZfiL  —  -Z!^  —      —  ,j 

■fu  STb  '"  "  y  a  y  h  '  " 

Elles  nous  montrent  immédiatemenl  cpie  l'on  peut 
passer  du  quadrilatère  Q  au  quadrilatère  Q,,  au  moyen 
d'une  projection  cylindrique  dont  il  est  facile  de  déter- 
luiner  les  conditions. 

Supposons  d'abord  A  et  a  positifs.  Comme  à|jl=  1, 
on  peut  considérer  ).  par  exeuiple  comme  le  cosinus 
d'un  angle  réel,  cp.  Par  l'axe  Ox  du  plan  de  Q  faisons 
passer  un  plan  P'  faisant  avec  celui-ci  l'angle  es  et  pn»- 
jetons  le  quadrilatère  O  ortliogonalemenf  en  Q'.  Nous 
aurons  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  Q' 

x'  =  \x,  r'  =  y. 

Coupons  maintenant  le  cylindre  projetant  Q  par  un 
plan  passant  par  Oy ,  projection  de  Oy  sur  P'  et  faisant 
avec  P'  le  même  angle  es.  Soit  .r„  )',t  les  coordonnées 
d'un  point  de  [*„,  nous  aurons 

cr„=  r  =  A  .r.         y„  ^  y  y  =  '±y. 

L'eusendile  de  ces  deux  formules  est  bien  éqni\alenl 
aux  lormules  ( /\  bis). 


(  ^'^3  ) 

La  construction  est  aiiiilo^ue,  si  c'esl  |j.  qui  est  <C  i- 
Mais  si  X  est  négatif,  il  j  a  une  modification  importante 
à  faire.  Après  avoir  construit  le  quadrilatère  Q„  en  par- 
tant de  la  valeur  —  X  au  lieu  de  a,  il  faudra  prendre  le 
symétrique  de  celui-ci  par  rapport  à  l'origine  pour 
avoir  le  quadrilatère  répondant  à  la  question. 

Ce  mode  de  construction  nous  donne  des  renseigne- 
ments importants  sur  la  continuité  de  la  déformation 
du  quadrilatère,  mais  il  v  a  surtout  lieu  de  signaler  la 
propriété  suivante  : 

La  surface  du  quadrilatère  Q  ou  celle  dhin  de^ 
triangles  tel  que  A  H  C  reste  constante,  quel  que 
soit  n. 

Nous  avons,  en  elfet,  entre  les  surfaces  E,  E  etE^de 
trois  éléments  se  correspondant  dans  les  plans  P,  P'  et 
P,,  les  relations 

E'  =  xi':,      E„=ur':'=E. 

B.  Pour  qu'un  sommet  A^,  puisse  à  un  moment  donn<^ 
coïncider  avec  un  sommet  de  même  lettre  A,  il  faudiM 
que  nous  ayons 

X„  =  ( —  I"a';  '  =  X, 

et  dans  ce  cas  tous   les   sommets   du   quadrilatère  Q,y 
coïncideront  avec  les  sommets  de  même  lettre  de  Q. 
En  posant  ç  r=:eS,  la  condition  devient 

pour  II   iinpaii", 

(>) 

pour  n.  pair, 

le  signe  ^  iiidi([uant    r<''g.ililé   à    un    multiple   de   2—/ 
près 


(_  3)«  — 

's=      -,• 

4 

(  —  3  ;«  — 

-S  =  1-1 
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Pour  n  =  o,  ou  Noil  Lliiccleuient  que  z~^ —  i,  el  la 
formulf  (i)  montre  alors  que  chacun  des  quatre  sommets 
de  Q  est  lorlhocentre  des  trois  autres. 

Ce  cas  exclus,  à  chaque  valeur  de  n  correspond  un 
certain  nomhre  de  valeurs  de  S  qui  sont  toutes  des 
imaginaires  pures.  Les  quadrilatères  correspondants 
Q  sont  composés  de  poiuts  imaginaires  non  conjugués 
<Jeux  à  deux.  Toutefois,  deux  de  ces  points  peuvent 
être  réels,  mais  ils  sont  alors  symétriques  par  rapport 
à  la  bissectrice. 

• 

C.  D'autre  part,  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'un  sommet 
B„  d'un  quadrilatère  réel  Q«  puisse  coïncider  avec 
un  sommet  de  lettre  diderente  A.  Il  suffit  que  les  coor- 
^lonnées  initiales  satisfassent  à  la  condition 

I  — 3j"-1 
'(  6  )  Xl,„  —  T„  —{—})"  XIj  [  Ta  XI,  Xc  Xa'\  '         . 

Pour  qu'un  second  sommet  C,j  coïncide  en  même 
temps  avec  un  autre  souimet  de  Q,  B  par  exemple,  il 
faut  une  seconde  condition,  celle-là  indépendante  de /« 
<^t  facile  à  exprimer;  on  la  déduit  des  formules 

.r,,,,  _  .r/,„  _        _  Ta  _  xi, 

Ta  XI,  ■  ■  ■  XI)  :ic 

Et,  en  posant 

Xa  =  e^,  Xij=  cp,  .  ,  ., 

il  vient 

X  _   3  =  p  _  -;. 

En  particulier,  pour  que,  B,i  coïncidant  avec  A,  A,j 
coïncide  avec  B,  il  faut  a7|  =  :r^.  Les  points  A  et  B 
doivent  être  symétriques. 

11  peut  arriver  enfin  qu'un  troisième  sommet  D„ 
j)ulsse  en  outre  coïncider  avec  C.  fl  y  aura  alors  en  plus 
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<\f'  la  condition  les  égalilés 

a  —  ^  =  3  —  V  =  7  -  0. 

Alais,  pour  quil  y  ait  simiiltanémenl  coïncidence  des 
quatre  soniniels  (les  lettres  correspondantes  étant  difTé- 
rentes  ),  il  faudrait  les  conditions 

dont  on  déduit  imuiédiateuient  que  la  valeur  commune 
à  tous  les  termes  devrait  être  — :  les  quadrilatères  cor- 
respondants  ne  seraient  pas  réels. 

11.  On  peut  se  rendre  compte  des  résultats  qui  pré- 
cédent par  la  transformation  suivante,  laquelle,  si  elle  a 
l'inconvénient  de  faire  correspondre  des  points  imagi- 
naires à  des  jioints  réels,  conduit  à  une  conclusuju 
extrêmement  simple. 

\  tout  point  M  (x,  y)  du  plan  P  de  l'hyperbole,  fai- 
sons correspondre  un  point  M'  (x'^y)  d'un  plan  P  par 
les  formules 


/r  =  ^^u: 


.r  =^  X  -r-  ij  . 
y^x'—  if. 


A  l'iivperbole  correspond  donc  un  cercle  de  rayon  I. 

Pvemarquons  maintenant  que,  si  nous  considéi'on> 
trois  points  du  plan  de  l'hyperbole.  A,  B,  C,  à  la  droite 
menée  par  A  perpendiculairement  à  BC  et  qui  a  poui- 
équation 

(  X  —  Xa  )(Xb—Xc)  —  (y  —  ya){  fb  —  Jf  )  =  <>^ 

correspond  dans  le  plan  du  cercle,  la  droite 

(8)        (x'  —  x'a)  {x'i,—  x'^)  —  i y' -  y'„)  {y't.—  y[.)  =  n. 

Elle  passe  par  A'  et  sa  direction  est  pei'pendiculaire  à 
la  symétrique  de  B  C   par  rapport  à  O  x  .   Si  la  droite 


(    3  26    ) 

B  C  fait  un  angle  ;/  avec  O  x  ,  cette  droite  (8)  lait 
avec  cet  axe  un  anole  -  — •  //'. 

A  Tortliocentre  du  triangle  ABC  correspond  donc 
un  point  commun  aux  trois  droites  telles  que  (8).  Si 
les  trois  points  A'  B  C  se  trouvent  sur  le  cercle,  le 
point  en  question  s'y  trouve  naturellement  aussi, 
comme  on  le  vérifierait  d'ailleurs  sans  difficulté.  Il  eu 
résulte  que  pour  déterminer  ce  point  il  suffit  dans  ce 
cas,  de  prendre  l'intersection  du  cercle  avec  une  des 
di'oites  (8). 

Soit  maintenant  Q  le  quadrilatère  qui  correspond 
au  quadrilatère  Q  de  l'hyperbole.  Considérons  les  deux 
points  Bj  et  A',  qui  correspondent  dans  le  plan  P  au\ 
ortliocentres  des  triangles  ACD  et  BCD.  Nous  les 
obtiendrons  en  menant  par  les  points  A  et  B'  respec- 
tivement des  droites,  parallèles  entre  elles  puisqu'elles 
ont  comme  direction  commune  celle  de  la  droite  per- 
pendiculaire à  la  symétrique  de  CD  par  rapport  à 
O' x'  et  en  prenant  le  second  point  d'intersection  avec 
le  cercle. 

Nous  remarquons  immédiatement  (jue  la  corde  Aj  B^ 
est  égale  à  la  corde  A'B';  comme  il  en  est  de  même 
des  cinq  autres  cordes  analogues,  nous  en  déduisons  ce 
résultat  remarquable  que  le  quadrilatère  Ç)[  est  super- 
posable  à  Q.  On  l'obtient  en  faisant  tourner  ce  dernier 
<i'un  angle  Ô  que  nous  allons  calculer. 

Soit  n'  l'angle  de  A'B'  avec  O' x',  r'  celui  de  CD. 
L'angle  8  est  celui  de  la  droite  A'j  B',  avec  A'B  égal 
à  deux  fois  l'angle  A'^  B  A  .  Nous  avons  donc 

anjîle  de  A'B'     avec     O' .v'=  u' -h  /it:. 

iiriglc  de  A'i  B'     iivec     O' x'  =  —  —  v' -^  L-, 

-  0 

iingle  de  A',  B'     avec      A' B' = («' -h  c' I -f- (/.'  —  /)-:=-,. 

6^77  —  2(//'-h'(^')  =  -—  S'. 


(  ^^7  /' 
Cet  iiii^le  S  esl  iu  5omine,  comme  on  le  véi-itieicuL  laci- 
lemeiit,  des  ani;les  a'-f-  ^'-i-  -''—  o  que  font  les  droites 
()\  .  OB',  OC,  0D[  avec  O' x  .  Il  a  aussi  rinterprélii- 
lion  i;Cométrique  suivante  :  Si  ion  considère  les  trois 
systèmes  de  droites  passant  par  les  quatre  points  A  , 
1) .  G  ,  D'.  il<  ont  leurs  svstènies  de  bissectrices  paral- 
lèles. Soit  to    l'augie  que  fait  Tune  d'elles  avec  O'ir  , 

llfUls  :ivoii>i 

S'^  a^K'-f-  v' }  s=  ^di', 

le  sij;ue  ^  indiquaîit  l'égalité  à  un  multiple  de  2  t  près. 
Si  maintenant  aj  désigne  Tangle  A,  O.r.  nous  avoiî> 

7. ,  =  a'  —  0 
el  |)ar  suite 

Sa',  =  S',  =  ïa—  .^0  =  S'=  S'-r-  il  -  —  S'j. 

Cl-  qui  nous  condiiil  à  la  relalioîi 

S',  -i-  ■}S'=  o, 

identique  à  la  n-lation  donnée  [)ar  M.  Appell  à  !;•.  [>aj.;f 
\2  (  loc.  cit.)  et  équivalente  à  la  relation  (3). 
On  en  déduit 

ai  =  a'— -  — S',  ....  a:,  =  a;,_^i-i--r:  — S;^i 

fl  îinalement 


"        4 

Pour  que  les  points  A;,  et  A  coïncident,  il  faut  que 
les  angles  correspondants  ne  diffèrent  que  de  2  —.  ce 
qui  nous  conduit  à  une  forinulc  identique  à  la  ioi- 
mule  (5). 

Les  raisons  de  ces  équivalences  sont  évidentes;  les 
lorinules  ron<iameîitales  (~  )  montrent,  en  edet.  que 


7.  =  17.  . 


/'i' S^/S'. 
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On  inlerprèle  donc  immcdialcnienl  les  conditions 
supplémenlîïires  indépendantes  ôe  n  trouvées  pour  que 
deux  ou  plusieurs  sommets  de  lettre  différente  coïn- 
cident. Par  exemple,  l'égalité 

a  —  3  =  ^  —  Y         ou         y.'—  T  =  S'—  7' 

signifie  que  les  deux  C('>tés   \B  et  HC  du  quadrilatère 
Q  sont  égaux. 

III.  Je  terminerai  jiar  une  remarque;  nous  avons 
examiné  la  suite  des  quadrilatères  Q,  et  Qj  déduits  de 
Q  et  Q';  on  aurait  pu  se  proposer  le  problème  inverse 
et  étudier  les  quadrilatères  dont  O  et  Q'  peuvent  être 
considérés  comme  déduits. 

Le  problème  se  trouve  résolu  par  les  t'orniules  trou- 
vées, puisqu'elles  s"applic[uent  sans  aucun  doute  auv 
valeurs  négatives  de  n. 

Il  y  a  lieu,  toutefois,  de  remarquer  que,  tandis  qu'il 
n'y  a  qu'un  seul  quadrilatère  Q(  déduitde  Q,  il  y  a  trois 
quadrilatères  Q_(.  En  outre,  si  Q  est  réel,  un  seul  des 
quadrilatères  (  ),  est  réel,  e  tc'est  celui  qui  cori'espond  à 
la  racine  réelle  de  ;. 

Quant  aux  quadrilatères  Q_i,  ils  se  construiront  au 
moyen  de  la  trisection  de  l'angle  S';  ils  seront  réels  en 
même  temps  que  Q'.  Mais  nous  avons  déjà  fait  remar- 
quer qu'il  n'y  ti  pis  correspondance  entre  les  éléments 
réels  des  deux  plans  P  et  P'. 


COnUESPOXDAXCK. 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  la  délenninalion  de  la  nor- 
male à  une  courbe  définie  par  une  relalion  entre  les 


(     22()    ) 

dislances  trin^enlielles  de  ses  points  à  n  courbes 
données.  — Le  lliéorème  énoncé  ircemment  à  cet  effet 
dans  les  Nom  elles  Annales  (  19  if),  p.  21)  y  a  déjà  été 
expiicilement  donné,  il  a'  a  une  trentaine  d'annéc> 
(i8yo,  p.  2()i),  et  même  à  titre  de  corollaire  d'une 
proposition  beaucouj)  plus  générale.  La  délicate 
question  de  signe  que  soulève  l'application  de  ce  théo- 
rème a  été  élucidée  dans  une  note  subst-quentc 
(N.  A.,  KS9S.  p.  MO). 


AVIS. 


L'Université  de  Strasbourg,  qui  a  été  réouverte 
le  1 5  janvier  de  celle  année,  est  en  cours  de  réorgani- 
sation. A  la  rentrée  prochaine,  elle  sera  en  plein  fonc- 
tionnement (tous  les  cours  se  faisant  en  français). 

Au  point  de  vue  mathématique,  grâce  à  ses  cin(| 
professeurs  et  ses  trois  maîtres  de  conférences,  ce  sera 
le  centre  mathématique  le  plus  important  de  France 
après  Paris.  L'Institut  ^lathématique  y  offrira  un 
;4rand  nombre  de  cours  don!  nous  publierons  prochai- 
neuient  le  programme.  La  préparation  à  l'agrégation  \ 
sera  organisée.  Les  candidats  aux  bourses  de  licence 
peuvent,  dès  à  présent,  choisir  .Strasbourg  pour  j  faire 
leurs  études. 

Les  étrangers  trouveront  aussi  toutes  facilités  poui- 
v  compléter  leur  éducati(jn  uiaihématique  ou  y  entre- 
prendre des  recherches. 


A\CIE\\ES  (llfiSTIO\S  \0\  lîliSOLlIES 


Numéros  des  questions  des  Anurclles  Annnics 
(  de  1842  à  1918,  n"  1  à  '^ÎÎS;}  i  pour  lesquelles  il  n'a  pas 
été  reçu  de  solutions  au  31  mai  1919  : 


62  - 
732- 
1000 
123-4 
1371 
1687 
I70o 
1777 


1988 
2136 

2326 


266  —  333  —  o98  —  604  -  -  643  —  703 
-791  —  805  —  812  —  880  —  888  —891  —  89 

—  1042  —  10S8  —  1063  —  4107  —  1 108  - 

—  1236  —  12S6  -  1303  —  1363  —  1366  - 

—  1396  —  1309  —  1600  —  1609  —  1 63  L  — 

—  1689  —  1690  —  16.1  —  1692  —  1693  - 

—  1713  —  1731  —  1738  —  1747  —  1762  - 

—  1810  —  1824  —  182^  —  1834—  1839  - 
:—  1889  — <g90>— 489i)—  1911  —  1937  - 

—  2.03  — ,roTOM2045>-  2037  —  21 16  ^ 
— (:JÎ73.—  2182  —  2208  —  2il0  —  222  L  - 

—  2334  —  2340—2342  —  2343  —  234;»  - 
^^2363  —  2372  —  2373  -  2378  —  2383. 


;  —  730  - 

-  731 

i3  —  947  • 

-\m 

-1149- 

1206 

-1490- 

-  1319 

-  1647  - 

1686 

-  1694  - 

1693 

-  1763  - 

1776 

-1884- 

-  1883 

-1944- 

-1936 

-  2141  - 

2143 

-  2232  — 

2293 

-  2330  - 

-  2.i36 

SOLUTIOiAS  m  OIESTIOXS  PUOl^OSEES. 


999. 

(1870,  p.   i'io  :    1917,  p.    i"i  . 

(  LY'iioucé  de  1917  comporte  une  eireur  Je  signe  : 

S,„=  —  {a">-~b"') 

t't   non  a'"  —  b"'  ). 

S„,  désignant  la  somme  des  puissances  ni'"^"^^  des  racines 
de  r équation 


Ai.r"-r-  A^a-"-! 


A;„.r"-'«  +  i  -i-  .  .  .  ~knx  -f-  A„- 
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où  l'on  fait,  pour  abrégei\ 

a'" —  b"> 
a  —  h 

on  rt,  depuis  m  =  i  jusqu'à  /n  =  n  inclusii'enienf , 

S,„=^  —  {a"'^b"'). 

On  déduit  de  là  que,  a  et  b  étant  réels,  l'équation  consi- 
dérée ne  peut  avoir  deux  racines  réelles. 

S.  Rkalis. 

Solution 
Piii-  M.  M.  Fauchfx'x. 

On  vérifie  t'acilemenl  la  formule  pour  /n  =  i,  et  il  sullil  de 
démontrer  que  si  la  formule  est  vraie  pour  toute  valeur  de  m 
jusqu'à />< /?,  elle  est  vraie  pour  ni  =p-hi.  On  sait  que 

Al  S^-i_i  -;-  Al  b;,-f-  AjS/,-!  -i-  . . . 

—  A/,  S;,^2_/,—   .  .  .   -r-  X,>-^i  Si-\-  i  p  —  l)  Xp-i-i  =  (I. 

Si  la  formule  est  vraie  jusqu'à  m  =  p, 

\  (a'^—  b^){ai'^  bi>)  -i-  (a' —  6^  )  (a/^-'H- 6/^-i) -i-...  / 

/      -Jt-{a!>+'^~bP+'^){a^b)  —  (p-{'\)(aP+''-  —  bP^^)\ 

a  —  6 

Si  l'on  développe  le  numérateur,  clia(|ue  terme  de  la  forme 
a^b?  est  écrit  deux  fois  avec  des  signes  différents,  sauf  ceuK 
provenant  de  (ai''^^  —  6/'+')  (a -i- h  \  :  toutes  réductions 
faites. 

JjP-i-^  ai'-"^—  abi'^^—  bai'^i  ^      ,,       ,     ,  ,^ 

a  —  b 

et  la  formule  est  établie. 
Formons  l'équation 

f(x)^  /•,.r"^-i-i-  /•j.z:"-'  -f-  . .  .  -H  r,i,iX  -+-  r„^3=  o 
ayant  pour  racines  a,  b  et  les  racines  de  la  proposée.    Si   l'on 
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désigiie  par  a,„  les  sommes  analogues  ii  S/„. 

'1^1  -^  '-.2  =  o. 

/•]  ^2  -I-  ro  7,  +  2  /-y  =  o, 

f'l'^,l+  '■2^/(-I+  r:-'7,i—2-+-    .  .  .    -i-  /•/('  —  /"■/;. I  =   O. 

el  comme 

!Tl    =     Tj    =      ...      =     7,;    =     O. 

on  a  immédiatement 

et 

f(x)  =  rix"-^^--+-  r„^ix  -h  /■/,  .3- 

f'{x)  =o  est  une  équation  binôme;  si  n  est  pair,  elle  a  une 
racine  réelle;  f{x)  =  o  a  deux  racines  réelles  a.  b:  la  propo- 
sée n'a  pas  de  racine  réelle. 

Si  n  est  impair,  f  {x)  =  o  a  deux  racines  réelles  :  f(x)  =  o 
en  a  trois,  dont  a  et  6;  la  proposée  en  a  seulement  une. 

1074. 

(  187-2.  p.  190;  19J7.  p.  228.) 

Etant  donné  un  polygone  plan  et  convexe  dont  deux 
côtés  consécutifs  quelconques  font  un  angle  constant,  on 
sait  que  le  lieu  du  point,  tel  qu'en  projetant  ce  point  sur 
les  côtés  du  polygone  et  joi^^-nant  les  projections  consécu- 
tives par  des  droites  on  forme  un  polygone  d'une  aire 
donnée,  est  une  circonférence.  Quand  la  valeur  de  l'aire 
varie,  on  obtient  diverses  circonférences  qui  ont  toutes 
même  centre  0.  Démontrer  que  ce  point  O  est  le  centre  des 
moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  primitif .  ou 
plus  généralement  des  points  qu'on  obtient  en  prenant  les 
centres  des  deux  côtés  séparés  par  un  même  nombre  k  de 
côtés.  Ce  point  O  est  aussi  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  ses  projections  sur  les  côtes  du  polygone. 

Voir  ce  que  deviennent  ces  théorèmes  quand  ces  côtés 
deviennent  infiniment  petits  et  que  le  polygone  se  trans- 
forme en  une  courbe  plane  et  convexe.  On  retrouvera  en 
particulier  une  proposition  bien  connue   de   Steiner  rela- 
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tive  au  centre  de  gravité  de  niasses  appliquées  aux  diffé- 
rents arcs  infiniment  petits  égaux  de  la  courbe  et 
inversement  proportionnelles  aux  rayons  de  courbure  cor- 
respondants. F.  Dinox. 

Solution 
Par   M.  .1.  Ser. 

\.   Désignons  par  'i/^    une   des   m   valeurs  ,   ou  /)  varie 

de  G  à  m  —I.  Soil  Do  le  côté  du  polygone  qui  a  pour  équa- 
tion cartésienne 

Cl)  ^  cosç/j -H  j-- sin -j-/, — pii—o. 

Pour  simplifier  les  calcul?,  posons 
(■i)     X  ^  iy  =  z.         X  —  ty  =  t.         «?-'?'■,         e'55/,  =  a/,. 

Keiuarquons  que  les  X  et  les  |jl  sont  des  racines  différentes 
d'une  même  équation  X'"  =  i  et  qu'ils  sont  liés  par  la  relation 

"'•h  y/i  =  I 
qui  entraine 

L'équation  (i)  devient,  après  transformation, 

Xnz  —  ii/,t  —  ■>,//(  =  <>. 

A.  La  surface  du  triangle  joignant  un  point  .M(2<)  à  ses 
projections  I/j  et  I/j+i  sur  deux  côtés  consécutifs  du  polygone 
a  pour  valeur 

t> 

S^^i  =  -sin  —  (\,,z-^iint  — -ip/, ){}./, -t-\^-^lJ-/i+\  t—  -tPh-t-i)- 

Le  lieu  des  points  M,  tels  que  la  somme  de  ces  surfaces  ait 
une  valeur  constante  donnée  A,  a  donc  pour  équation 

Ann.  de  Mathémat.    4"  série,  t.  Xl\.  (Juin  1919.;  '^ 


(  2-^4  ) 

Développons-la  en  remarquant  que 

^hl  Àa+1  =  -X2A4  I  =0,  ^  |X/,  IXhH  1  =  o, 

2  X/j  [JLA+i  -h  X/,-.  1  |JL/,  =  m  (  X  -+-  [a  )  =  2  /H  ces  — , 

SX/jjD/j-n  +  X/j+i/)/,=  S/)/j(Xa+1  +  X/j_i) 

=  (X+  [jl)  2/?/,X/,=  2C0S — S/)/i  A/,, 

S  [JlAp/,-1-1  -+-  t^/i+l  pu  =  ■?.  COS  —  s  /)/j  |J./,, 

et  en  posant 

l 'Zpn  \J-h  =  m  zo,         X  ^ph  X/,  =  m  t^, 

sin  —  Zp/,p/,+i  —  iH, 
m 

nous  obtenons  pour  le  lieu  cherché  l'équation 

ni  sin  —  (zt  —  /q  z  —  z„/)  =  8(A  —  B). 
m 

C'est  bien  l'équation  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le  point 
fixe  zoto- 

B.  Le  point  M'^^^  d'intersection  de  deux  côtés  D/,,  D/,^i 
a  pour  coordonnées  t^ 

y  PhlJ-h+k  —  Ph-\-k-  [^n  Ph\J-h+k — P/i  +  kl^/i 

L,h  =  i  -r ^ =  2  r 5 

A/;  [l/,-i-k —  !-«-/,  A/,H_/,  [X/, —  A/, 

et  le  centre  des  moyennes  distances  de  tous  ces  points  est  bien 
le  point  0(^0^0))  puisque 

V  r         o  V  Phiy-h+A—l^p-/.)  _  .,  V  P^'  ^''  -  - 

2-  C/;  =  2    7    — ; ; =r  2    >     —  -o- 

^  ^        m  (p./.  — A/,)  .Ài^      m 

Lorsque  A"  =  i ,  les  points  M/j"*"'  sont  les  sommets  du  poly- 
gone donné. 

Pour  les  autres  valeurs  de  A",  les  points  M^"*"^'  sont  les  som- 
mets de  divers  polygones;   l'angle  des   droites   D/,,  D/,^.^  est 

,              -,          ,      ,  ,  ikiz 
constant  quel  que  soit  h,  et  égal  a 

G.  Soit  P  l'origine  des  coordonnées;  le  pied    P^  de  la   per- 
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pendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  côté  D/,  a  pour  coor- 
données 

f  Pli  Ph  -, 

f^/l  IJ-/I 

Le  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points  est  donc 
r        "V  Pi'  ^1'  ^11  "V  'M>  '^'1'  'o 

Ce  centre  des  moyennes  distances  est  donc  au  milieu  de  la 
droite  OP  et  il  coïncide  avec  O  lorsque  O  et  P  sont  con- 
fondus. 

II.  Si  le  nombre   des   côtés  du   polygone   grandit  indéfini- 

ment,  la  limite  —  =  A9  représente   l'accroissement  constant 

m  '       ' 

infiniment  petit  de  l'angle  des  normales  à  la  courbe  G 
lieu  des  sommets  du  polygone  donné,  c'est-à-dire  des 
points  M/[+^ 

Le  polygone  limite  des  points  M/'"*"  et  une  courbe  isoptique 
de  la  courbe  C,  de  chacun   des  points  de  laquelle  on  voit  la 

courbe  C  sous  l'angle  a  =  lim  • 

^  ni 

Le  lieu  des  points   P/j  relatifs  au  point  O  est  la  podaire  de 

la  courbe  C  par  rapport  au  point  0. 

Nous  arrivons  donc  aux  conclusions  suivantes  : 

A.  Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  podaire  de  M  par  rap- 
port à  une  courbe  donnée  G  ait  une  aire  égale  à  A  est  un 
cercle  Le  centre  de  ce  cercle  est  un  point  0  ayant  pour  coor- 
données cartésiennes 

a?u  =  —  lim  y   =  -    I    p  coso  do 

2  ^mà  ni  ~  J 

{p  et  <p  désignant  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  de 
l'origine  sur  une  tangente  à  la  courbe  C  ), 

.rn=  -    /    p^\n'i'l. 

2 

Le  rayon  a  pour  carré  —(A        l>). 
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La  valeur  minimum  B  que  peut  prendre  A  pour  que  le 
cercle  soit  réel  est  l'aire  de  la  podaire  relative  au  point  O. 

B.  Le  point  O  est  le  centre  des  moyennes  distances  des 
sommets  de  trois  sortes  de  polygones  dont  les  sommets  sont 
définis  comme  correspondant  à  des  valeurs  égales  de  Ao»  : 
i"  sur  la  courbe  G;  i"  sur  une  isoptique  de  cette  courbe  G; 
3°  sur  la  podaire  de  la  courbe  G  par  rapport  au  point  O. 

Soient,  dans  l'un  de  ces  trois  cas,<r'^'  les  coordonnées  de 
l'un  des  trois  sommets  :  en  prenant  le  point  O  pour  origine, 
nous  aurons  les  relations 

O  =  liiiiV  'il  =    f  x'  \^,  (>  r=    I  J''A(f. 

Soit  maintenant  \s'  le  côté  du  polygone  adjacent  au 
point   x' y\  et  soit  p'  la   fonction  de  tp  qui   représente  le  rap- 

An'  ,      . 

port  — -;  on  peut  écrire 

r  ,  r  x' \s'  r   ,  ^        r  y' ^s' 

jx!Ao=   I    -—  =o,  /,rA.=./-_=o, 


et  à  la  limite 


f 


x'  du'  r  y'  th' 


d'après  la  propriété  bien  connue  de  l'indépendance  de  la 
valeur  de  l'intégrale  par  rapport  à  la  loi  de  division. 

Le  point  0  est  donc  le  centre  de  gravité  «  de  masses  appli- 
quées aux.  différents  arcs  infiniment  petits  égaux  inscrits,  soit 
dans  la  courbe,  soit  dans  une  de  ses  isoptiques,  soit  dans  sa 
podaire,  et  inversement  proportionnelles  aux  dillérentes 
valeurs  de  p'  ». 

Sur  la  courbe  G,  p'  est  égal  au  rayon  de  courbure. 

Autres  solutions,  par  MM.  Faucheux  cl  H.  de  Montille. 
1486  et  1511. 

(1881,  p.  i6o,  '196;   1916,   p.    .'îg'i.  I 

1486.  La  probabilité  que  la  conique  délerminée  par- 
cinq  points^  pris  au  hasard  dans  un  plan,  soit  une  ellipse^ 
est  infiniment  petite. 
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1511.  On  donne  au  hasard,  dans  un  plan,  quatre  points, 
et  Von  en  prend  un  comme  centre  d'une  conique  passant 
par  les  trois  autres.  Démontrer  que  cette  conique  est,  avec 
autant  de  probabilité,  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Cksàro. 

Solution 
Par  M.  A.  Pellet. 

Dans  la  première  question,  la  probabilité  est  la  même  que 
celle  d'avoir  une  valeur  négative  pour  la  fonction  y"- — 4*7 
y  et  z  prenant  toutes  les  valeurs  possibles,  car  l'équation  de 
la  conique  dans  le  cas  où  elle  peut  être  une  ellipse,  s'écrit 

X2+ jXY  +  x;  Y2  — ...=  o, 

Y  et  z  pouvant  être  absolument  quelconques  (X.  Y  coor- 
données courantes). 

Supposons  d'abord  y  et  z  inférieurs  en  valeur  absolue  au 
nombre  positif  R,  alors  la  probabilité  est  égale  au  rapport  de 
l'aire  comprise  dans  l'intérieur  de  la  parabole  j'^ — i\z  =  o 
(région  du  fover)  et  du  cercle  z'^-^y-=  R'^,  à  celle  du  cercle; 
ce  rapport  est  inférieur  à 

3R/R  _      3 
^'»'     ^  -v/h' 

il  tend  vers  zéro  lorsque  R  tend  vers  l'infini. 

Dans  la  seconde  question,  l'équation  de  la  conique  peut 
s'écrire 

AX2+BY2-i  =  o, 

l'une  des  quantités  A  ou  B  étant  positive:  si  la  seconde  est 
positive,  on  a  une  ellipse;  si  elle  est  négative,  une  hyperbole; 
mais  on  voit  qu'à  tout  système  de  valeurs  de  A,  B  donnant 
une  ellipse  correspond  un  système  donnant  une  hyperbole,  et 
vice  versa. 

Autre  solution,  de  148G,  par  Un  Anonyme. 

Pour  la  question  1511,  voir  une  solution  précédenle,  1918,  p.  71. 
et  UQC  observation  de  M.  Egan,  p.  199  (Correspondance). 
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2365. 

(19)8,   p.  i6o.) 

Dans  un  triangle  ABC  la  transversale  réciproque^  par 
rapport  au  triangle,  de  la  droite  des  centres  des  cercles 
d'Apollonius,  est  perpendiculaire  à  la  droite  d'Euler. 

Thébault. 
Solution 
Par  M.  L.  Poli. 

On  sait  que  les  centres  des  cercles  d'Apollonius  sont  sur  la 
droite  de  Lemoine  {cf.,  par  exemple,  Exercices  de  Méca- 
nique, par  F.  G.  M.,  p.  707). 

La  transversale  réciproque  de  la  droite  de  Lemoine  est  la 
droite  de  Longchamps  (Ibid.,  p.  617  j. 

Eufin,  cette  dernière  est  perpendiculaire  à  la  droite  dEuler 
(cf.,  par  exemple,  Ibid.,  p.  692,  où  l'on  démontre  que  la  droite 
de  Longchamps  est  axe  radical  du  cercle  de  Longchamps  et 
du  cercle  circonscrit;  or,  ces  deux  derniers  cercles  ont  leurs 
centres  sur  la  droite  d'Euler). 


OIESTIOIVS. 


2411.  Une  horloge  porte  une  aiguille  des  heures,  une 
aiguille  des  minutes  et  une  aiguille  des  secondes,  montées  sur 
le  même  pivot.  Ces  trois  aiguilles  ne  peuvent  être  en  coïnci- 
dence qu'à  midi,  comme  on  le  reconnaît  facilement.  A  quelle 
heure,  non  infiniment  voisine  de  midi,  sont-elles  contenues 
dans  un  angle  aussi  petit  que  possible  ?  R.  B. 

2412.  On  donne  dans  un  plan  deux  coniques  (S)  et  (S),  et  un 
point  O  ;  soit  A  un  point  commun  aux  deux  coniques.  On  mène 
par  O  une  sécante  variable  qui  rencontre  la  conique  (S)en  P 
et  P',  et  l'on  trace  les  droites  AP,  AP'  qui  rencontrent  encore 
la  conique  (S)  aux  points  n  et  II';  la  droite  nil'  passe  alors 
par  un  point  fixe  û,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
PP'  et  nn'  est  la  conique  qui  passe  par  les  points  O,  S2,  et  par 
les  trois  autres  points  B,    C,   D   communs  aux  deux  coniques. 
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.\  quelles  conditions  les  droites  PU'  et  P'Il  passent-elles  en  B, 
nuquel  cas  on  obtient  la  même  figure  complète  en  se  servant 
du  point  B  qu'en  se  servant  du  point  A  ?  Remarquer  le  qua- 
drilatère complet  dont  les  trois  diagonales  sont  AB.  PP',  nil'. 
Cas  de  deux  cercles.  G.  F. 

2413.  Une  droite  A  du  plan  d'un  triangle  ABC  rencontre 
les  rayons  OA,  OB,  OC  du  cercle  circonscrit  en  a,  p,  -(.  Les 
parallèles  menées  à  BC,  CA,  AB  respectivement  par  ces  points 
déterminent  un  triangle  A'B'C.  Si  abc  est  le  triangle  podaire, 
par  rapport  à  ABC,  d'un  point  P  quelconque  dê.Ai  les  droites 
\'a.  B'è,  Ce  rencontrent  respectivement  B'C,  C'A',  A'B'  en 
trois  points  en  ligne  droite.  V.  Thkhallt. 

âili.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj,  on 
considère  les  paraboles  n  et  IJ'  admettant  pour  foyer  commun 
le  point  F  de  Oy  et  qui  sont  tangentes  à  Occ  en  des  points  A 
et  B  tels  que  l'angle  AFB  soit  droit.  On  voit  (i)  que,  dans  ces 
conditions,  les  secondes  tangentes  t  et  t'  que,  de  tout  point 
de  0:f,  on  peut  mener  à  II  et  II',  sont  rectangulaires.  Trouver 
l'équation  de  l'enveloppe  de  la  droite  qui  est  la  symétrique  de 
Ox  à  la  fois  par  rapport  à  <  et  à  /',  et  construire  cette  courbe. 

M.  d'Ocagxe. 

:2415.  Dans  un  quadrilatère  complet  ABCDEF,  où  la  dis- 
tance des  milieux  des  diagonales  BE  et  DF  égale  leur  demi- 
somme,  chacun  des  côtés  contient  un  des  centres  des  cercles 
inscrit  et  exinscrits  au  triangle  formé  par  les  trois  diago- 
nales. V.  Thébault. 

2416.  Si  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  on  mène 
des  parallèles  py,  ya,  a3  aux  côtés  B'C,  C'A',  A'B'  d'un  autre 
triangle  A'B'C  et  que  par  A',  B',  C  on  mène  des  parallèles 

p''(',  y'a',  a'v' à  BC,  CA,  AB,  les  aires  des  triangles  a^y»  *  1^  y' 
déterminés  satisfont  à  la  relation 

(aire  ABC  )  X  (aire  a' p' y')  =  (aire  A'B'C)  :■;  (aireaPY)- 

\'.  Thébault. 


(' )  A.  A.,  lyui,  p.  446. 
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2417.  Dans  un  polygone  harmonique  AiA2...A2,j  inscrit 
dans  une  circonférence  O,  on  trace  les  circonférences  coi, 
0)2»  •  •  •  î  ^^2n  tangentes  deux  à  deux  et  touchant  le  cercle  O 
aux  sommets  du  polygone.  Montrer  que  le  polygone 
W]  ojj  . . .  a)2«  est  circonscrit  à  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la 
droite  OK  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de 
Lemoine  du  polygone.  V.  Thébault. 

2418.  On  sait  que  le  lieu  des  pôles  dune  droite  /,  par  rap- 
port aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel,  est  une  droite  /'. 
Démontrer  que  les  couples  de  droites  /,  /',  qui  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  enveloppent  une  courbe  de  la  troisième 
classe. 

En  particulier,  dans  le  cas  des  paraboles  inscrites  à  un 
triangle,  cette  enveloppe  est  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements.  M. -F.  Egan. 


ERRATA. 

Page  82,  dernière  ligne,  au  lieu  de  vers  la  génératrice,  lire  sur 
la  génératrice. 

Page  8y,  ligne  17,  au  lieu  de  milieu  de  i,  lire  milieu  i. 

Page  88,  dernière   ligne,   la   parenthèse  doit  s'ouvrir  non   avant 

Page  88,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  T,  lire  F. 
«  nous  pourrions  »,  mais  avant  «  section  que  ». 

Au  2°  de  la  question  2400,  p.  120,  oii  la  signature  V.  Tiiebault  a 
été  omise,  il  faut  lire  «  par  rapport  à  I  »  au  lieu  de  «  par  rapport 
à  01  ». 

/O) 
p-  rfu, 
-  u 
dans  le  second  terme  de  la  grande  parenthèse,  on   ne  doit  pas  lire 

m  X  tangl  -  +  —  1,  mais  mtangl^H —  ); 

le    signe    In    du     logarithme    népérien     portant    sur    la    fonction 

tangfy   H \,  au   lieu    de   la    multiplier    comme    l'indiquerait   le 

signe  X. 
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SLR  OIELOLES  COURBES  ASSOCIÉES  A  l\E  CLASSE 
DHÉLICES  CYLIXORIQIJËS. 

Par  m.   EGAN. 


I.    CoLRBES   DE  Dll'ORCQ.   (') 

1  Les  courbes  (planes)  de  Duporeq  sont  caracté- 
risées par  la  propriété  suivante  :  si  le  point  m  décrit  la 
courbe  avec  la  vitesse  constante  p,  le  pied  n  sur  Ox 
de  la  normale  parcourt  Ox  avec  la  vitesse  également 
constante  ev.  On  peut  évidemment  supposer  la  cons- 
tante e  positive. 

Considéions  le  vecteur  Oa,  issu  de  1  origine  et  con- 
gruent  à  nm.  La  vitesse  du  point  jj.  se  compose  de  c 
perpendiculaire  à  Opi  et  de  —  l'v  parallèle  à  Ox.  C'est 
précisément  le  mouvement  newtonien  :  -j.  décrit  une 
conique  d^ exceniricilè  e  suivant  la  loi  des  aires 
autour  du  foyer  O  de  la  conique. 

L "axe  focal  de  la  conique  est  0>'.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  le  sommet  'jlq,  le  plus  proche  de  O, 
se  trouve  au-dessus  de  O.  et  que  le  \ecteur  0|j.  tourne 
dans  le  sens  positif  autour  de  O.  Soient  /  le  paramètre 
de  la  conicpie  et  h  =  r'-dH  :  dt  la  constante  des  aires,  r 
et  8  étant  les  coordonnées  polaires  de  'j.;  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  u.  sont  li  :  l  perpendiculaire  à  0[a, 
dans  le  sens  positif  de  la  rotation  d<'  O'x.  et  —  he  :  ( 

(')  DuPORCQ,  N.A.,  1902,  p.  181;  Manxheim,  Ibid.,  p.  387  et  4'S'; 
Bai.itrand.  Ibid.,  1914,  P-  97- 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XIX.  (Juillet  1919.)  '9 
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dans  la  direction  Ox.  On  a  alors  la  génération  suivante 
des  courbes  de  Duporcq  : 

Si  Von  donne  au  système  newtonien  (0,[j.)  la 
vitesse  uniforme  he  :  l  suivant  Laxe  non  focal  de 
l'orbite^  le  point  m  (position  absolue  de  u.)  décrira 
une'courbc  de  Duprocq  avec  la  vitesse  constante  h  :  l. 

Remarquons  une  première  conséqvience  de  celte 
génération.  Si  s  est  l'arc  de  la  courbe  de  Duporcq,  on 
a  <^5  =  Jidt  :  l,  d'où  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure, R  =  ds  :  dh  =  /•-;  /,  trouvée  par  Duporcq. 

'È.  On  dispose  encore  de  la  position  de  l'origine  O 
sur  la  droite  fixe  Ox.  Fi^xons-la  de  façon  que  les  points 
coTrespondants  ^j-q  et  /Wq  se  confondent;  alors  Oy  sera 
la  normale  en  ce  point  anx  deux  courbes  ([x)  et  (m). 
Soient  Ç,  T,  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  [j.  se 
mouvant  sur  la  conique  fixe  (pi),  et  x^y  celles  de  ni. 
OH'peut  écrire  dès  maintenant  les  équations  des^  courbes 
de  Duporcq  répondant  aux  trois  espèces  de  coniques  (jj.)  . 
En  effet,  si  m  passe  par  /;?o  au  temps  <  =  o,  on  a 

X  —  5  =  eht  :  l,         y  =  t],  s  =  kt  :  l, 

ht  =   fr'^dfi  =   hdri—ridl 

a.   Pour  ^  <<  I ,  écrivons 

l  ^:z  h-:  a  =  a  (  {  —  e- ), 
^  =  —  b  sin  «,         ">]  ^  —  ae  -4-  a  cos  m, 

U  s'annulant  et  croissant  avec  t.  On  trouve  sans  peine 

(r«)      }  f"  '  b 

I  y  =  a{  —  e-hcosM  )■. 
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6.   Pour  e>>  i,  posons 


il  vient 

(là) 


l  =  b^ :  a  =  a  {e- —  i  ), 


a*  ,      ,  «*      i 

s  =  -j-  {eshu  —  u),         a7=-j-(sha  —  eu), 


y  =  a{e  —  chu). 

Si  a  décrit  la  branche  supérieure  de  l'hyperbole  (iji.), 
on  peut  écrire 

\  =  —  è  sh  M,         7)  =  ae  -1-  a  ch  M, 
d'où 

!a2  a* 

s  = -j- {e%\\u -\- u),         37  = -7- (shu  H- e«), 
b  b 

y  7=  a(e  -h  chu), 
c.  Pour  e  ^  I ,  écrivons 

/  =  6c,        ^  —  — (tcu,        '/)  =  3c(  I  ^- m2), 

on  trouve 

1  s  =  c  (a^-i-S  w),         a:  =  c  (  «* — 3«), 
de) 

f  JJ'  =  3c  (  I  —  M"^). 

Dans  toutes  ces  formules,  u  s'annule  en  nio  et  croît 
avec  6.  Les  courbes  sont  symétriques  autour  de  l'axe 
des  y.  Sur  cet  axe,  (  i  «)  a  un  seul  point  double  (donné 
par  u  ^e  sina)  si  e  n'est  pas  trop  petit.  Cette  courbe 
est  périodique  et  le  point  double  se  répète  sur  les 
droites  a7  =  2/nTc  a-e  :  b.  Le  point  O  est  entouré 
d'une  boucle.  Si  e  est  assez  petit,  les  boucles 
autour  des  points  congruents  de  O  s'entrecroisent.  Les 
courbes  (  i  6)  et  (  i  c)  ont  chacune  un  seul  point  double 
réel,  situé  sur  Oy^  (  ^  ^  )  n'en  a  aucun. 

3.   On  trouve  une  seconde  génération  des  trois  pre- 
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mières  courbes  en  prenant  //  proportionnel  au  temps. 
Si  par  exemple  un  point  À  décrit  l'ellipse 

b  -^ 

suivant  la  loi  des  aires  autour  du  centre  de  l'ellipse, 
tandis  que  le  système  se  déplace  suivant  Ox  avec  la 
vitesse  constante  he  :  «,  A  décrira  la  courbe  {i  »)• 

IL    —  Une  classe  d^hklîces  cylindriques. 

i.  C'est  à  propos  d'un  article  de  M.  H.  Piccioll 
(]N.  A.,  1902  p.  177),  sur  les  hélices  cylindriques  dont 
les  normales  principales  rencontrent  une  droite  fixe  A, 
que  Duporcq  a  été  amené  à  considérer  les  courbes  pré- 
cédentes. 

Soient  en  effet  M  un  point  de  l'hélice,  N  le  pied  sur  A 
de  la  normale  principale  en  M,  a  et  [5  les  angles  cons- 
tants que  font  A  et  la  tangente  à  l'hélice  avec  la  direc- 
tion (verticale)  des  génératrices  du  cylindre,  l^a 
droite  MN  étant  horizontale,  les  vitesses  de  M  et  de  N 
ont  même  composante  verticale,  soit  \  ;  leurs  compo- 
santes horizontales  sont  donc  V  tangj^  et  Vtanga,  et 
l'on  voit  (jue  la  projection  m  de  M  sur  un  plan  de  sec- 
tion droite  du  cylindre  décrit  une  courbe  de  Duporcq 
avec  e  =  tangacotjâ.  On  aura  donc  les  équations  de  ces 
hélices  en  posant  5  =  :;  tangj3  +  const.  dans  les  quatre 
formules  (  i  «)-(  i  c)  ci-dessus. 

Prenons  l'origine  O  sur  A  et  menons  comme  aupa- 
ravant le  segment  ()|ji  parallèle  et  égal  à  MN  et  uni;  a 
décrit  la  conique  newlonienne  autour  de  O,  et  l'on  voit 
que  si  Von  donne  au  système  planétaire  (O,  [j.)  une 
vitesse  uniforme  he  :  / smcidans  la  direction  A  (sina, 
o,  cosa),  pi  décrira  r hélice  cylindrique  d'angle  ,3 
ai'ec  la  vitesse  constante  h  :  /siu|ii,  a  et  [i  étant  liés 
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par  la  relalion  col |j  =:  e  cota.  Les  normales  princi- 
l>ales  de  Vhélice  rencontrent  la  droite  A. 

o.  Voici  une  propriété  intéressante  de  ces  hélices  : 
les  tangentes  de  l'hélice  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire  dont  Vaxe  est  parallèle  à  A. 

En  effet,  Thélice  est  une  ligne  asymptotique  du 
conoïde  ]S  engendré  par  ses  normales  principales  ;  la 
proposition  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  du  théo- 
rème connu  sur  les  asjmptotiques  d'un  conoïde.  Inver- 
sement, si  une  hélice  appai-tient  par  ses  tangentes  à  un 
complexe  linéaire,  les  normales  principales  sont  des 
droites  du  complexe  ;  comme  ces  normales  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan,  elles  rencontrent  un  diamètre  A 
du  complexe.  C'est  pourquoi  nos  formules  s'accordent 
avec  celles  données  par  M.  Keraval  pour  les  hélices 
d'un  complexe  linéaire  ('). 

6.  On  connaît  trois  asymptotiques  de  I!,  savoir 
l'hélice,  la  droite  A,  et  la  droite  à  l'infini  dans  un 
plan  (xj)  de  section  droite.  Si  donc  NM  rencontré 
une  asymptotique  donnée  en  M',  le  théorème  de  Serret 
montre  que  le  rapport  anharmonique  (M'MNoo)  est 
constant,  c'est-à-dii'e  que  NM'  =  A'NM.  Projetons  sur 
le  plan  des  xy  par  des  droites  parallèles  à  A  ;  les  pro- 
jections des  asymptotiques  de  S  seront  des  coniques 
homothétiques  à  (a)  par  rapport  au  foyer  O. 

Supposons  que  le  système  newtonien  (^O,  [x)  se 
déplace  suivant  A  avec  une  vitesse  uniforme  arbitraire  ; 
on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  trajectoire  de  u 


(')  N.  A.,  1909,  p.  42.  M.  Keraval  prend  l'axe  du  complexe 
coriime  axe  des  z,  et  il  fait  remarquer  que  l'hélice  se  projette  sur 
le  pian  des  xy  suivant  une  conique. 
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dans  l'espace  sera  horaothétique  à  l'une  des  asynipto- 
tiques  de  -. 

7.  Si  une  hélice  appartient  à  un  complexe  dont  l'axe 

(soit  Oo:)   est  perpendiculaire  à  l'axe   liélical  Oc,  la 

droite  A  est  à  Finfini  et  les  normales  principales  font 

partie  dune  congruence   singulière.  La  section  droite 

du  cylindre  îi'est  plus  une  coui'be  de  Duporcq.  Soit 

dans  ce  cas 

G  =  y  dz  —  ;;  dy  —  a  dx  =  o 

l'équation  du  complexe.  L'arc  s  de  la  section  droite  du 
cylindre  étant  proportionnel  à  s,   on  déduit  de  cette 

équation  que 

y  ds  —  s  dy  =^  b  dx, 
c'est-à-dire  que 

y  —  5sin'i>  =  6  cos<ï>, 

<ï>  étant  l'angle  entre  Ox  et  la  tangente  à  la  section. 
Une  différentiation  donne 

—  s  cos*  =  —  b  sin«ï>; 

la  section  du  cylindre  est  donc  une  chaînette,  et  l'hélice 
est  donnée  par 

X  ^=  bu,        y  —  bchu,         z^=ashu. 

Prenons,  sur  la  normale  principale  de  l'hélice  au 
])oint  M,  un  point  M'  tel  que  la  projection  de  MM' 
sur  Ojp  ait  une  valeur  fixe  c,  d'ailleurs  quelconque.  On 
vérifie  sans  peine  que  la  courbe  (M')  appartient  au 
complexe  C  +  2c<ic  =  o,  cette  courbe  est  donc  une 
asymptotique  de  la  surface  S  engendrée  par  les  noj- 
males  principales. 

III.  —  Courbes  (r)  de  Mannheim. 

8.  IMannheim  a  étudié  (  toc.  cit.  )  les  courbes,  appelées 
par  lui  courbes  (r),   qui  engendrent  une  courbe   de 


(  ^47  ) 

Duporcq  en  roulant  sur  une  droite  fixe.  Si  le  point  m 
est  le  pôle  d'une  courbe  (ri  roulant  sur  Oa?,  le  point 
de  CQntacl  n  de  (  r  )  avec  Oo?  est. en  même  temps  le  pied 
de  la  normale  à  la  courbe  (m)  et  le  centre  instantané  du 
mouvement.  Désionons  par  p  la  distance  perpendicu- 
laire (égale  à±:jK)du  pôle  m  à  la  tangente  Ow,  etpar4> 
langle  que  fait  cette  tangente  avec  une  droite  invaria- 
blement liée  à  la, courbe  mobile  (;').  Ona 

d(m)  =  nmd^, 
d'où 

,^        d(ni)        dx 
nm  y 

On  trouve  ainsi,  pour  les  quatre  .courbes  (i  a)  —  (ic) 


M  =  —  <ï>  v^i  —  e-,         ;<  =  qi  *  \l e"-  —  1         a  =  —  <t>. 

Comme  on  aj9  =  zb y,  il  s'ensuit  que  les  courbes  (/•) 
/e5  /?/w.^    'j^érièrales  sont   données  par  les  formules 

(•2a)  /?  =  acos(*v^i  —  e*) — ae         (e<i), 

(26)  /?  =  a  cil  (  «ï»  v/e-  —  i)±ae         (e>[), 

(v.  c)  />  —  a(i  —  ç2)  («  =  1). 

La  courbe  (2  r/  )  est  la  paridlèle  à  distance  ae  à  1  épi- 
cycjoïde  donnée  par 

p  =  a  cos(<ï'  v/i  —  «*)• 

(Celle-ci  bien  est  une  épicvcloïde  et  non  une  hjpocy- 
cloïde,  puisque  i  —  e^  <<  i  )• 

La  courbe  (26)  est  la  parallèle  à  distance  ±  ae  à 
l'hjpercjcloïde  (  '  )  donnée  par 

/?  =  a  ch  (  *  \/e'^  —  I  ) . 

(  '  )   Voir  par  exemple  Wieleitner,  Spezielle  Ebene  Kiirven,  1908, 
p.  2ii-2ig.  On  y  trouvera  une  ligure  de  l'hypercycloïde  répondant 

à  e  =  v/2  (p.  216). 

M.   Balilrand    a   reconnu    {loc.   cit.)    le   caractère   cycloïdal   des 
développées  des  courbes  (/•). 
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Quant  il  (2  c  ),  considérons  un  cercle  de  centre  C  et 
sa  développante  F  ayant  son  rebrou ssement  au  point  A 
de  la  circonférence.  L'équation  (2C)  représente  la 
développante  de  Payant  son  point  de  courbure  maxinia 
au  milieu  de  CA. 

9.  Deux  courbes  (/)  nous  ont  échappé.  En  effet, 
l'équation  de  la  conique  ([j.)  peut  s'écrire  /•  =  /  —  /?}■. 
Si  l'on  pose  y  =  —  />,  on  a  l'équation  /■  =  ep  -\-  l- 
{^r  ^  m  Ji),  qui  caractérise  les  courbes  (r).  Or. 
si  e^i,  /  peut  être  nul;  on  a  alors  une  spirale  loga- 
rithmique ou  un  cercle,  suivant  le  cas.  La  roulette  est 
uile  droite,  courbe  de  Duporcq  dégénérée. 

10.  Une  dernière  remarque.  Si  une  épicycloïde  ou  une 
hypercycloïde  (E)  roule  sur  une  droite  d  avec  une 
vitesse  angulaire  constante,  le  pôle  décrit  une  conique 
centrale  suivant  la  loi  des  aires  autour  du  centre  de  la 
conique.  Donnons  au  système  une  vitesse  de  transla- 
tion constante  suivant  d;  le  nouveau  mouvement  équi- 
vaut au  roulement  d'une  courbe  parallèle  à  (E)  sur  une 
droite  parallèle  à  d.  On  retrouve  ainsi  la  seconde  géné- 
ration de  la  courbe  de  Duporcq  associée  à  une  conique 
centrale  (L  3). 


COXCOIÎRS  D'AGRÉGATIOX  DK   1913. 
SOLITION  m  LA  OllKSriOX  DE  iMÉCAMQlIE 

Par  Al.  de  SPARRE. 


Un    tabouret    est    porté    par  trois  pieds   identiques 
AA',  BB',  ce,  éealement  inclinés  sur  la  verticale  et 
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lerniinés  par  des  surfaces  très  petites  qu'on  assimilera 
à  des  points  A,  B,  C.  Le  tabouret  est  homogène  et 
symétrique  par  rapport  hux  trois  plans  cpii  passent 
chacun  par  Taxe  0|0',  du  tabouret  et  par  l'un  des 
trois  pieds  A,  B,  C.  A  l'instant  initial,  ce  tabouret  est 
en  équilibre,  ses  trois  pieds  reposant  en  A,  B,  C  sur  le 
sol  horizontal  supposé  assez  uni  pour  qu'on  puisse 
ncglii^er  le  frottement. 

Problème.  —  i"  En  un  point  T  du  montant  .^VA'  situé 
dans  le  plan  vertical  de  symétrie  0,0'A,  on  exerce 
une  force  F.  A  quelles  conditions  devra  satisfaire  F 
pour  que  l'équilibre  primitif  subsiste  ? 

2"  Au  lieu  de  la  force  F,  on  applique  une  perciis- 
si(tn  ^r  au  même  point  T.  Déterminer  la  distribution 
des  \itesses  dans  le  tabouret  à  l'instant  qui  suit  immé- 
diatement la  percussion.  On  portera  son  attention  sur 
la  discussion  des  résultats  suivant  la  direction,  la  gran- 
deur de  la  percussion  *-ï:  et  la  position  de  son  point 
d'application  T.  On  pourra  se  borner  aux  trois  cas 
suivants  : 

].  Le  point  T  est  dans  le  plan  horizontal  du  centre 
de  gravité  G  du  tabouret  ; 

IL  -La  percussion  ^S  est  parallèle  à  BC; 

IIL  La  percussion  ^l"  est  dans  le  plan  vertical  OjO'j  A. 

3"  On  appliquera  les  résultats  précédents  aux  cas  où 
la  ligne  d'action  de  '^  : 

L  Passe  par  le  point  O,,  la  percussion  étant  ascen- 
dante ; 

IL  Passe  par  le  symétrique  de  0|  par  rapport  à  A, 
la  percussion  étant  descendante,  le  point  T  étant  à  dis- 
tance égale  du  sol  et  du  plan  horizontal  du  centre  de 
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gravité  :G  et  sa  projection  T,  s^iii-  AO,  divisïuit  A'O) 

dans  'le  rapport 

TiA   ^  I. 
0,T,        3' 

III.  Est  parallèle  à  AOi  et  de  même  sens,  le  point  T 
étant  au-dessous  du  plan  horizontal  du  eentre  de  gra- 
vité G. 

4°  Dans  ce  dernier  cas  (3°,  111  )  on  étudiera  le  mou- 
vement du  tabouret  après  la  percussion,  on  calculera 
la  réaction  et  l'on  discutera  les  résultats  obtenus  sui- 
vant les  valeurs  de  la  percussion. 

Notations.  —  Le  triangle  ABC  est  équilatéral. 

On  appellera  H  le  milieu  de  BC,  O,  le  centre  .du 
triangle,  G  le  centre  de  gravité  du  tabouret  situé  sur 
l'axe  O ,  O'j .  lOn  posera 

RC  =  2a,         0,A  =  a6(«  =  6v/3),         /*  =  OiG, 

p  =  AGI  0  =  //i^ -f- 4ir2  ) ,         J;=.0,AG         (A  =  26lang'L). 

On  appellera  M  la  masse  du  tabouret;  1,  J,  K  ses 
moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  axes  passant 
par  G  et  parallèles  respectivement  à  -OjA,  BC,  0,0j. 

On  prendra  pour  axes  fixes  trois  axes  rectangidaires 
coïncidant  à  l'instant  initial  avec  O,  A,  la  parallèle  à  CB 
"*  menée  par  O,  et  O,  O'j . 

On  définira  la  distribution  des  vitesses  dans  le 
tabouret  par  les  projections  ç,  /,,  (!^;  />,  q,  r  de  la  vitesse 
de  G  et  de 'la  vitesse  angulaire  inijtantanée  de  rotation 
sur  des  axes  mobiles  liés  au  corps  et  coïncidant  avec 
0,.r,  tO,^  et  0,s  à  l'instant  initial. 

-On  appellera  (a,  o,  v)  les  coordonuées  initiales  du 
point  T. 
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Solution  par  M.  dk  SPARRE. 

E quilibre .  —  Nous  désijgpons  par  N,,  N^  et  N,,  les 
réactions  en  A,  B,  -C  ;  eliles  sont  verticales,  puisqu'il 
n'y  a  pas  de  frottement,  et  comptées  positivement  dans 
le  sens  O,  Z. 

Le  tabouret  étant  seuleinent  posé,  il  faudra,  pour 
l'équilibre,  que  ces  forces  soient  positives  ou  nulles. 

D'abord,  puisqu'il  o'j  a  pas  de  frottement,  il  faut 
que  F  s.ojt  verticale,  et,  si  on  la  suppose  comptée  ^positi- 
vement  dans  le  sens  O ^  Z,  on  devra  avoir 

L'équation  des  moments  par  rapport  kOyX  donnera 
ensuite  Nj  ;=  N3  ;  puis  celle  des  moments  par  rapport 
à  0,7, 

(TV.  -+-  N3)6  —  2N,  6  —  xF  =.  o, 

d'où  l'on  déduit 

N.=  .,=  i[M,-p(,-i)]. 

La  condition  d'équilibre  est  donc  que  F  soit  verticale 
et  N,  >>  o,  ce  qui  entraîne,  puisque  a^26,  No^  o. 
Les  conditions  d'équilibre  sont  donc  :  F  verticale  et 


Cas  d'une  percussion  agissant  en  T.  —  Nous 
remarquerons  d'abord  que,  du  moment  que  l'on  sup- 
pose le  tabouret  symétrique  par  rapport  aux  trois  plans 
qui  passent  chacun  par  0,-0',  et  l'un  des  trois 
points  A,  B,  C,  l'ellipsoïde  d'inertie  p.our  le  centre  de 
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j;ravité  est  de  révolution  autour  de  0(0'j,  puisque  les 
moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  trois  plans,  et  par 
suite  aussi  jKir  rapport  aux  diamètres  qui  s"v  trouvent, 
sont  é<;au\.  On  a  donc,  avec  les  notations  de  renoncé. 


Soient  alors  X',  Y',  Z'  les  composantes  parallèles  aux 
axes  de  la  percussion  qui  agit  en  T;  N, ,  N', ,  N'^  les 
percussions  de  réaction,  verticales  puisqu'il  n'y  a  pas 
de  frottement,  qui  agissent  en  A,  B,  G.  Ces  percussions 
doivent  être  positi\es  ou  nulles. 

On  aura,  par  suite,  six  cas  à  examiner  : 

N'p  N',,  N'j  sont  tous  trois  positifs; 

N'j  =  o  avec  N',  et  N',  positifs; 

N',  =  o  avec  N\  et  N',  positifs  (le  cas  de  N'j  =  o 
avec  Nj  et  N'^  positifs  se  déduisant  du  précédent  par  le 
changement  de  a  en  —  a); 

N;=N;=oetN;  positif: 

N;  =  n;  =  o  avec  N;  positif  (le  cas  de  n:^=N^  =  o 
avec  N'2  positif  se  déduisant  du  précédent  par  le  chan- 
gement de  rt  en  —  a) ; 

Enfin,  N;  =  N,  =N'3  =  o. 

jNous  considérons  comme  axes  mobiles  liés  au  corps, 
non  pas,  comme  il  est.  dit  dans  l'énoncé,  des  axes  qui 
coïncident  avec  Oir,,  0|j',,  O,:;,,  mais  les  axes 
menés  par  le  centre  de  gravité  G  et  parallèles  respecti- 
vement à  O,  A,  à  CB,  le  troisième  étant  GO',  (axes  par 
rapport  auxquels  les  moments  d'inertie  sont  I,  [  et  K  ). 

On  remarquera  d'abord  qu'il  y  a  trois  équations  qui 
restent  les  mêmes  dans  les  diftérenls  cas  que  l'on  a 
à  considérer  :  ce  sont  celles  des  cjuantités  de  mouve- 
ments en  projection  sur  Gx',  Gy\  et  celle  de  leurs 
moments  par  rapport  à  Gc,  dans  lesquelles  les  réac- 
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tions  N', ,  N'^,  N'j,  qui  sont  verticales,  n'interviennent 
pas.  On  a  ainsi 

X'— MÇ  =  o,  y — Mr,  =  o,  Y' a  —  Kr  =  o, 

d'où  l'on  déduit 

,       X'  Y'  aY' 

<'>  ^=M'  '^'^M'  '-^-K' 

équations  qui  s'appliquent  dans  tous  les  cas  et  donnent 
les  valeurs  de  ;,  t]  et  /■. 

Supposons  maintenant  N'^,  N'^  et  N'^,  tous  trois  diffé- 
rents de  zéro. 

Nous  aurons,  par  l'équation  des  quantités  de  mouve- 
ment en  projection  sur  G:;  : 

(■i)  N;  +  .\',-i-N;,-I-Z'— M^  =  o: 

puis,  par  celles  des  moments  par  rapport  à  Gx' 
et  Gy\ 

(3)  Y'(fi  —  -()-h  N; a  —  Nî, a  —  lp  =  o, 

(4)  —  X'(A  —  y)  —  Z'a  —  2èN',  -^  èN',  -hbN'^—lq  =  o. 

Puisque  nous  supposons  que  les  trois  points  A,  B 
et  C  restent  au  contact,  nous  aurons 

Z  —  >,qb  =^  o.  r  H-  pa  -J,-  qb  =  o,  Z  — pa  -h  qb  =  o. 

d'où  l'on  déduit  ^=/?^^^o,  ce  qui  était  évident 
a  priori. 

Les  équations  (2),  (3)  et  (4)  donnent  alors 


(5)         N;=-(-;^,)| 


''■'     "-'x: 


36 


(6)         Ni,  =  ^('3-.W'''"'-T)-    V'^-V> 


G    \b  /  6b  la 

^'^  ^*-   6   U       -/  66  la 
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et  il  faudra  que  les  valeurs  de  N'j,  N',  et  N'^  soienrt, 
toutes  trois  positives. 

Si  l'une  de  ces  quantités  était  négative,  il  faudrait  la 
supposer  nulle  et  l'on  passerait  à  l'un  des  cas  suivants. 

Supposons  maintenant 

N'i  =  o,     N;  >o         et         N'3>o. 

On  a  alors,  d'abord,  pour  exprimer  que  les  vitesses 
de  B  et  C  sont  nulles  : 

^ -i-/?a -(- ^6  =  o,  "C,—  pa-h  qb  =■  o, 

d'où  l'on  déduit 

/>  =  o,  l  = —  qb. 

Les  équations  (2),  (  3  )  et  (4),  où  N'^  est  nul,  donnent 
alors 

IN'a+N'3-^Z'— MÇ    =0, 

N'2-N:,-f-  Y' ^— 11  =  0, 

^  a  ' 

On  en  déduit 

(/.-y)M6  /t-Y        Z'  Ma6-I 

^y^       ^'^       -     ^(I-f-MÔ^)  2a  -2    l-^M6î' 

(10)      ^'       .,ih-VMb  h-y        Z-M.6-I 

et  ici  encore  il  faudra  vérifier  que  N'^  et  N'j  sont  tous 
deux  positifs;  si  l'une  de  ces  quantités  était  négative,  il 
faudrait  la  supposer  nulle  et  l'on  passerait  à  l'un  des 
cas  suivants. 

Supposons  maintenant 

N',  =  o,         N',>o,         n;>o. 


(  i56  ) 

On  u  d'abord,  pour  exprimer  que  les  vitesses  de  A-  et 
de  C  sont  nulles, 

Ç--2<76  =  o,         ^ — pa-i-qb^=o, 
d'où 

Les  équations  (2),  (3)  et  (4),  où  N'^  est  nul,  donnent 

alors 

N', +  N', -+-Z'— M^  =  o, 

31j_V(/,-v)^ 


2  a- 


d'où 


;a2ô"^ 


l(a-^H-c)62)-f-4Ma262 

Y'(/?-Y)a(I-h4M6^)-3  6r[Z'(-2  6-g)  — X'(/i— Y)] 


^''■^^     ^'  I(a2H-962)  +  4Ma-^6ï 


(i3)   n;  = 


Y\h  —  'i)a{'i.Mb^--  I)  —  Z'aè(îl  +  aMa^)  ) 
—  Z'I(a»-4-  362)  —  X'(/t-Y)*(3I  +  -iMa2  \ 


I(a2-t-  962)  -t-  4Ma262 

Le  cas  de  N ^  =  o,  N'j  >  o,  N',  >  o  se  déduit  alors  du 
précédent  en  changeant  a  en  —  a. 
Supposons  maintenant 

N'.  ==  N'3  =  o,         N'i  >  o. 

Les    équations    (2),   (3)    et   (4),    où   Nj=:N3=o, 

donnent 

N'i +  Z'— MÇ  =  0, 

Y'(/j  -y)  -Ip    =0, 
_X'(A  — y)  — Z'a  —  aôN'i  —  \q  =0. 

Puis,  en  exprimant  que  la  vitesse  de  A  est  nulle,  on  a 
^  —  29^6  =0. 


(  256  ) 
On  en  déduit 

Y'(A-y) 


(i4)  P  = 

(i5)  (j  = 

(iG)        n;  = 


I 

ZïaèalVI-H  I  ) -f- 9.6MX'(/j  —  ■; 


I  -+-  4  M  62 
Supposons  maintenant 

N'o^-N'i  =  o,         N'i>o. 

Les  équations  (2),  (  3)  et  (^4)  nous  donnent 

.\;  -^  T    -  wr  =  u, 

Y'(/,_Y)_N'3a-I/?=o, 

X'  (  A  —  Y  )  -H  Z' a  —  è  N'j  +  I  y  =  o. 

Puis  ensuite,   en    exprimant    que  la  vitesse   de  C    est 

nulle,  on  aura 

r  —  pa  -T-  qb  =^  o 
On  en  déduit 

_  M6(A  — Y)X'-t-  Ma(A  — y)  Y'-Z'(I  —  AJ^6) 

^     _  6 (  A  -  Y  )  -'^'  -  «<  ^'  -  T^  ^" -^  (  «'  ^  ^*  -^  '^ ^ )  ^' 
^     ''     '^     ~  1  —  iVl{a2-^  62j 

(/t— Y)(I+M62)Y'— Ma6(/t— Y)X'^Z'«iI-.Ah76) 

(19)     lo  =   ■ 1 ■■  , j- » 

^   ^^       ^  I  -f-  M  (a- -H  62) 

^  Ma6(/t  — y)Y'— Z'fKx  ^-6i+  Maa^]  , 
■/  —  \'(h  —  Y)  ('  —  M^?2)  » 


V20)       I7    = 


1  -f-  M^rt2—  62) 


Le  cas  de  JN'g  =  jN'j  =  o,  N'^  >>  o  se  dédnil  ilu  précé- 
dent en  changeant  «  en  —  a. 

Si  eniin  N'j  =r  N2=:  N3  ^  o,  on  i-elombc  dans  le  cas 
d'un  corps  libre  et  Ton  a 

Z'— Mr  =  o.         V'(/j  — y;  — l/J  =  o, 
\'  { h  —  -;)  -^  7J a.  -^  \q  =^  o , 


(  207  ) 
d'où  l'on  déduit 

Z'  Y7A  — Y)  X'  (h  —  y)^i:'oL 

(^.)    r  =  ^,     p= ^ ,      g  = j -. 

Examinons  maintenant  les  cas  particuliers  indiqués 
dans  l'énoncé. 

I.   Le  point  T  est  dans  le  plan  horizontal  du  centre 
de  gravité. 
Donc  h  =  y. 
Dans  ce  cas,  pour  que  l'on  ait 

il  faut  que 

Z'<  o         et         a  <  }b. 

Cette  dernière  condition  est  d'ailleurs  toujours  rem- 
plie, puisque 

ib  =  OiA  =  OiTi^a. 

Donc  si  Z'<C  o,  les  trois  points  A,  B  et  C  restent  en 
contact  avec  le  plan,  et  Ton  a 

,       X'  Y'  a  Y' 

Si  Z'>>  o,  on  ne  peut  avoir 

xN'i>o,         N',>o,         N',>o; 

mais  si  I -<  Ma6,  les  formules  (9)  et  (10)  donnent, 
pour  N',  et  N  j,  des  valeurs  positives,  et  l'on  a 

_bZ'{b-^'X)  _       Z'fÔH-a)  _ 

^-     I  +  M62    '         ^--   I  +  Mè2  '        P-""' 

'  -~  •  *        \-^S\b^    -1 

Donc  les  points  B  et  C  restent  en  contact  avec  le  plan, 

et  le  point  A  se  soulève.  On  a  d'ailleurs  pour  la  vitesse 
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(  258  ) 

de  A 

36Z'(6  +  a) 

et  l'on  vérifie  que  cette  vitesse  est  positive. 

Si  Z'>>  o,   I  >  Ma 6,   comme  d'ailleurs  a  <!  2  6,  on 
doit  supposer 

N',  =  N'2=N'3  =  o, 

et  l'on  déduira  des  formules  (40 

Z'OL  ^         Z' 

On  aura  d'ailleurs  pour  la  vitesse  de  A 

Z'        2Z'aè        Z'(I  +  2Ma6) 

et,  pour  celles  de  B  et  G, 

Z         Z'oLb       ,,  I— Maè 
C  +  ?6=j^j--j-=Z        ^M       ' 

et  comme  I>-Ma6,  ces  trois  vitesses  sont  bien  posi- 
tives. 

II.   La  percussion  est  parallèle  à  BG. 
On  a  donc,  si  P  est  cette  percussion,  comptée  posi- 
tivement dans  le  sens  BC, 

X'=Z=o,  Y'  =  — P. 

On  ne  peut,  dans  ce  cas,  avoir 

N'i>o,         N'2>o.         N;>o, 

à  cause  des  équations  (6)  et  (-).  De  même,  à  cause 
des  équations  (9)  et  (10),  on  ne  peut  non  plus  avoir 

N',  =  o         avec         N'a  >  o,     N'j  >  o. 


(     209    ) 

Supposons  N'j  :=  o,  N'j  >  o  et  N'3  >  o;  on  aura,  par 
les  formules  (12)  et  (i3), 

P(/i  — Y)a(l  +  4M6») 
"  '  I(aî-4-962)  +  4Ma2f)î' 

^,  ^  _  P(h-y)a(iMb^--l) 
'  l(a2-(-gè!')-H4Ma»6î' 

Donc  si  P  >  o,  les  valeurs  de  N'^  et  de  N'j  sont  posi- 
tives si  h  <  V  et  I  <  2M6=^. 
On  a  d'ailleurs,  dans  ce  cas, 

Qab^Pih-^f)  3C  ,  r 


et  la  vitesse  de  B,  égale  à 

Ç  -+-/)«-(-  g-è  =  3 Ç, 
est  positive. 

Le  cas  de  A  >•  y  et  P  <  o  donne  le  même  résultat  et 
celui  de  P{h  —  y)^^  ^^  déduit  du  précédent  en  chan- 
geant le  signe  de  a,  c'est-à-dire  en  remplaçant  B  par  G 
et  réciproquement,  donc  N'3  par  N'^. 
Si  l'on  a 

I>2M6», 

N'j  et  N'j  sont  de  signes  contraires  ;  ils  ne  peuvent  donc 
être  tous  deux  positifs  (et  en  changeant  le  signe  de  a, 
on  voit  qu'il  en  est  de  même  de  N'^  et  N'J. 

Supposons  par  suite  N'j  =  N',  =  o  ;   on  aura,  par  la 
formule  (17), 

^         MPa(h-'i) 
'  '      "     1-4-  \I(a2^  62)' 

valeur   qui   sera   positive    si    P[h  —  y'<o-    Le    cas 
de  P(/i  —  y)>o  se  déduit  de  celui-là   par  le  chan- 
gement du  signe  de  a,  donc  en  remplaçant  B  par  G. 
Dans  ce  cas,  on  a,  en  vertu  des  formules  (18),  (19) 


(    26o     ) 

et  (20),  pour  les  vitesses  de  A  et  B, 

a(/î— y)P(I  — 2M62) 


C  —  2^6  = 
Z  -+- pa  -^  qb  =  — 


I[I-HiVl(a2+è2)] 
quantités  positives  si,  comme  nous  le  supposons, 
(/«— YJp<o        et        I>-2M62. 

En  résumé,  dans  ce  cas,  en  supposant  P  >>  o  (le  cas 
de  P  -<  o  se  déduisant  de  celui-là  par  le  remplacement 
de  B  par  C)  : 

Si  I  <<  2  M 6-,  les  points  A  et  C  restent  au  contact  du 
plan  SI  li<i^']  donc,  si  le  point  T  est  au-dessus  du 
plan  du  centre  de  gravité.  Au  lieu  de  cela,  si  li  >-  y, 
donc  si  le  point  T  est  au-dessous  du  centre  de  gravité, 
ce  seront  les  points  A  et  B  qui  resteront  en  contact. 

Si  I  >>  2M62,  un  seul  point  resté  en  contact,  ce  sera 
le  point  C  si  y  >>  /i,  et,  au  lieu  de  cela,  le  point  B 
si  h  >  y. 

III.  La  percussion  est  dans  le  plan  de  symétrie  ver- 
tical O,  O'A.  On  a  alors 

Y'=o         et        ^2=^;. 

Si  l'on  suppose  d'abord 

IN',  =  N'3>o         et        N'i>o, 

il  faudra  que  l'on  ait,   d'après  les  formules  (5),   (6) 
et  (7). 

^^'-      U       7^       ^^-^' 


N.,  =  —  (  7-  —  2     -H  V  ' 


(!-') 


6   \6         7         "        ^b 
d'où 

n;-^n;,  +  N3  =  -z'; 


(     26l     ) 

et  l'on  conclut  qu'il  faudrait  Z  <;o,  et,  puisque  a<;2  6, 

Z'(2  6  --  a)<X'(/î  —  Y)<  — Z'(6-Ha). 

Si  l'on  suppose  ensuite 

N;^  N3>o,         N'i  =  o, 

on  aura,  en  vertu  de  (9)  et  (^lo), 

pyj'  _  X    _  V'  (^^  -Y'  ^i^J  ^  1^  M26— I 
-~     •'-  ^  2(1  +  Wb"-)  ^  -1    I  +  M6î' 

et  il  faudra  que  l'on  ait 

M6X'(/i  — Y)  +  Z'(Maè  — I)>o. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  on  aura 

N.;,=  .\3  =  o,     Ni>o         ou         N'2  =  N3  =  N',  =  o. 

Si  l'on  a  N'2  ^  N'j  =  o,  N',  >  o,  on  aura,  par  la  for- 
mule (16), 

Z'iiMib  -K  I)  -f-2M6X'(/i  — y) 


n; 


I  +  4  M  6î 


et,  pour  que  le  mouvement  se  produise  dans  ces  con- 
ditions, il  faudra 

—  Z  '  (  2  M  a  è  +  I  )  —  2  M  6  X  '  (  /i  —  Y  )  >  o . 

Si  cette  inégalité,   en   même  temps  que  les  précé- 
dentes, n'est  pas  remplie,  on  aura  alors 

n;  =  x;  =  N'3  =  o 

et  les  équations  (21)  donneront 

^       Z'  X'(A_-,)^Z'a 

^  =  M'      /'  =  ^'       ^= ^ i ' 

et  l'on  en  conclut,  pour  la  vitesse  de  A, 

,        (Z'(I  +  2Maè)-^2MX'(^  -Y)  ^ 
X,—  iqb^    _ ^>o, 


(    202    ) 

et,  pour  les  vitesses  des  points  B  et  C, 

,  ,        Z'(I  — Ma*)  — MôX'f/î  — y) 

en  vertu  des  hypothèses  faites. 

Appliquons  les  résultats  précédents  aux  cas  où  la 
ligne  d'action  de  P  : 

(ï)  Passe  par  le  point  O, ,  la  percussion  étant  ascen- 
dante. 

On  a  alors 

X'=^,         Y'  =  o,         Z'=^,         P>o, 

avec  /2=  a--h  y-. 

D'après  ce  qui  précède,  dans  le  cas  de 

n;  =  o,        N'2=i\'3>o, 
la  condition 

M6X'(A  —  Y) -1- Z'(Ma6  —  I)  >  o 

devient 

P  /»«    1 1         IN  ^                        .       Mabh 
j  (Ma6/i— yI)  >o         ou         I< 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  a 

les  points  B  et  C  restent  [en  contact  avec  le  plan,  et 
l'on  a  par  la  formule  (8) 

0  =  0,  c.  =  —  gb  —  —r- rrri- 

c-   I  -^     Mabh 

bi  1  >■  ,   on  a 

T 

N'  =N'j=N'j  =  o     (1), 

et  les  trois  points  quittent  le  plan. 

(')  On  ne  peut  en  effet  avoir,  puisque  X'>o  et  Z'>  o, 

N',  =  N'3=o,      n;  >o. 


(  263  ) 
D'ailleurs, 
,        Z'        Py  X'(/i-Y)-^Z'a  APa 

^  =  m  =  m7'     ^  =  ^'      ^= ^ =-Tr 

Par  suite,  la  vitesse  de  A  est 

Pc.'l  -h  iMbxh) 


l-iqb  = 


MI/ 


et  celle  de  B  et  C 


P(yI  — IM6a/tj 

(II)  Passe  par  le  symétrique  de  O,,  parrapport  à  A, 
la  percussion  étant  descendante,  le  point  T  étant  à  dis- 
tance égale  du  sol  et  du  plan  horizontal  du  centre  de 
gravité,  et  sa  projection  T  sur  OA,  divisant  OA,  dans 

le  rapport  I^  =  i. 


On  conclut  de  là 

0,T,        3 

0,A         4' 

donc 

0,T,  =  a  =  -6, 

de  plus 

Y  = 

h 
1  ' 

X'== 

=  P^,         Y'-o, 

Z'  =  - 

Py 

où  toujours  /^  =  a-  -f-  y2. 

Donc,  en  remplaçant  a  et  y  par  leurs  valeurs, 

•xl  il  4 

Si  l'on  suppose  d'abord  que  les  trois  points  restent  en 
contact  avec  le  plan,  les  formules  (5),  (6)  et  (7)  don- 
neront 

M'       ^-       iM-       P/* 


(  264  ) 

donc,  dans  ce  cas,  les  trois  points  restent  en  contact 
avec  le  plan. 

(III)  Est  parallèle  à  A0|  et  de  même  sens,  le  point  T 
étant  au-dessous  du  plan  horizontal  du  centre  de  gra- 
vité G. 

On  a  donc 

Y'=Z'=o,        y<h,        X(<o. 

Dans  ce  cas,  les  trois  points  ne  peuvent  rester  en 
contact  avec  le  plan,  puisque  les  équations  (5),  (6) 
et  (7)  donnent  dans  le  cas  actuel 

N'i +  N'2-t-N'3  =  o; 
on  ne  peut  non  plus  avoir 

N',  =  0,         N,=  N'3>o, 

car  les  équations  (9)  et  (10)  donnent 

X'(/t— Y)Mè 
^^=^3-     ,(i  +  .vi6.)    <»'         P"'«q"«         X'  =  -P. 

On  doit  donc  supposer 

N;  =  N'3  =  o        et         N',  >  o. 

La  formule  (16)  donnera  alors,  puisque  X'  =  —  P, 

Les  formules  (i4)  et  (i5)  donnent  d'ailleurs 

_^_  P(/^-Y) 
P-^'         ^       26        I  +  4M62* 

On  a,  de  plus, 

„      X'  P 

^       M  M  '         ' 


(  ?-65  ) 

Dans  ce  dernier  cas  (3°,  III),  pour  le  mouvement  du 
tabouret  après  la  percussion,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  se  fait  forcément  dans  le  plan  des  xz,  et  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité  est  une  rotation 
autour  de  l'axe  principal  perpendiculaire  à  ce  plan  pas- 
sant par  G. 

Si  ^  et  ^  sont  les  coordonnées  de  G,  on  aura,  pour 
la  force  vive  aT  du  système, 

2T  =    .M(.r'2+S'2)-H  1^2, 

et,  pour  la  fonction  des  forces, 

U  =  -Mgz. 

D'ailleurs,  si  le  point  A  reste  en  contact  avec  le  plan, 
on  a 

y  =  t^',         ^  =  psinili,         5' =  p  cosi^  tL'i 
d'où 


et  par  suite 

2T  =     IM  +      .,  _      ,1   5'2-h  M^'2. 

L'équation  de  Lagrange  en  x  donne  d'abord 

3?'=  const., 

ce   que    fournit   aussi    l'équation    du    mouvement   du 
centre  de  gravité,  et  par  suite,  en  tenant  compte  des 

conditions  initiales, 

,_       P 
""  ~~  M' 

L'équation  des  forces  vives  donne  ensuite,  en  tenant 
compte  des  conditions  initiales, 

I  +  M(p2-.^2^  KMAU2 


(  266  ) 
ou,  en  remplaçant  Ç^  par  sa  valeur, 

Mais,  pour  que  le  mouvement  se  produise  dans  ces 
conditions,  il  faut  que  la  réaction  N,  du  plan  soit  posi- 
tive; or  l'équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
en  projection  sur  O^,  donne 

M^''=N,— M^; 
d'où 

N,  =  M(^H-z'). 

Mais  on  déduit  de  la  valeur  de  z'^ 

d'où 

[I  +  M(p«- ;î»)]  (^  +  «')  -  ^I  - -^^■• 


Mais,  en  remplaçant  z'"^  par  sa  valeur,  nous  pourrons 
écrire,  en  tenant  compte  de  ce  que  p^=:  h'^-'r-  4^^? 


M  '       I-+-M(pî  — i») 

I-i_M[U— /i)»-i-46']      P*(A— Y)» 


5- 


1  +  4M6» 


Pour  que  le  mouvement  se  produise  dans  les  conditions 
indiquées,  il  faut  d'abord  que  N,  soit  positif  à  l'instant 
initial  pour  c:  :=  A;  il  faut  donc  que  l'on  ait 


/ 


/i  -^  I -+- 4  M  6»  ■ 
Donc 

lO    Si 


f^>\/1    -    ^^^■>f<-^-). 


(  207  ) 

N,  sera  nul  dès  le  début  et  le  point  A  quittant  le  plan, 
comme  les  points  B  et  C,  le  mouvement  du  corps  est 
celui  d'un  solide  libre,  les  composantes  de  la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité  étant 

et  le  solide  tournant  autour  de  l'axe  principal  perpen- 
diculaire au  plan  xO^z  avec  la  vitesse  angulaire 


^       I  +  4M6»* 


Si,  au  lieu  de  cela, 


I-4-4M62^V    ^'  1-^4 M 6*  h 

N,  est  positif  au  début  du  mouvement,  et  le  point  A 
reste  en  contact  avec  le  plan  à  l'instant  initial. 
D'ailleurs,  si  Zf  <C  z  <i  p,  on  a 

I-I-M[3i— /i)^-+46î]  _  I  -+-M[(z  — /t)'^46»] 

Zi  z 

=  (.-.,)'"-"<p:-"-'>o: 

donc  l'expression 

I  +  M[(i;  — A)'-4-4^'^] 

z 

décroît  constamment  lorsque  z  croît  de  A  à  p. 

La  valeur  maxima  que  puisse  prendre  z,  tant  que  A 
reste  en  contact  avec  le  plan,  est  p,  et,  comme,  pour  ^  =  p, 
on  a 

z  p  '^ 

il  on  résulte  que  : 


(  268  ) 
2°  Si 


le   [loinl  A  restera  en  contact  avec  le  plan  lorsque  z 
croît  de  h  à  la  racine  5,  de  l'équation 


I  +  4  M  62 


comprise  entre  h  et  p,  racine  qui  existe  toujours,  puis- 
que, en  vertu  des  inégalités  précédentes,  son  premier 
membre  est  positif  pour  z  =  h  et  négatif  pour  z  =  p. 

D'ailleurs,  pour  ;  =  ;,,  s'  n'est  pas  nul,  car  z'-  est 
positif  tant  qvie  l'on  a 

P2  (  /j,  Y  )2 

-^—^^>^Mffiz-h)        et         z,<p. 

Le  mouvement  du   solide   pour  ;>>:;,   devient   celu 
d'un  solide  libre. 

3°  Si 

.M^(p-/0<7i\;^ir<^[-p+'^M(p-A)], 

z  croîtra  de  /i  à  p,  le  point  A  restant  en  contact  avec  le 
plan  et,    z'  n'étant   pas    nul   pour   ;  =  p,  ^    décroîtra 
ensuite  jusqu'au  moment  où  AT  viendra  rencontrer  le 
plan,  le  point  A  restant  toujours  dans  le  plan, 
4°  Enfin,  si 

Z  croît  de  h  à  h-\-  — ; '     .  '     ,  pour  décroître  de 

2 IM  ^     1  +  4  M  6-      ' 

cette  valeur  à  A,  le  point  A  restant  toujours  en  contact 

avec  le  plan. 


(    2(:9    ) 


CERTIFICATS  DK  LICE\CE 

(Marseille,  mars  19T9). 


Analyse  infinitésimale. 

COMPOSITION    ÉCRITE. 

Condition  pour  que  les  normales  principales  d'une 
courbe  gauche  puissent  être  aussi  les  normales  prin- 
cipales dhine  seconde  courbe  gauche. 

Démontrer  que.,  si  la  première  courbe  a  un  rayon 
de  courbure  constant^  il  en  est  de  même  de  la 
seconde  et  que  chacune  des  deux  courbes  est  Varête 
de  rebroussement  de  la  surface  polaire  de  l'autre. 

SOLUTION. 

Soient  (a?,  y,  z)  et  (X,  Y,  Z)  les  points  corres- 
pondants des  deux  courbes  sur  la  normale  principale 
commune  de  direction  ((ç,  tj,  v)  et  /la  distance  de  ces 
deux  points,  on  a 

X  =:  JT  -f-  Z  COSÇ,  d'où  O  =:  i;</X  COS^, 

ou 

dl  =  o,         ou  /  =:  consl. 

Soit  V  l'angle  des  deux  tangentes  de  directions  (a,  3,  y) 
et  (a,,  |i,,  y,);  ou  a 

ti^cosV  =  S  cos^  (ijcosa,-(-  S  cos;  dii  cosa  =  o, 
d'où 

V  =  consl. 
Or 

.,        ^d.r  d\  r/s^  —  Idsdsi 

cosV  = 


ds  ds  ^  ' 

*  ds\ds''-^  l' ds-^  -^  lid'J  —  jLlds  d<i\i 


(    2.70    ) 

on  a  doac 


cot  V 


/FîîMîr 


et 


finV  = 


\/(-k)"-(t)' 


Il  s'ensuit  que  l'on  a 

/sinV       /cosV        .    ,, 
—^ 1 7^ sin  V  =  o, 

relation  linéaire  entre  les  courbures. 

Réciproquement,  s'il  existe  une  relation  de  lajforme 

A       B       ^ 

on  peut  l'identifier  avec  la  forme  précédente. 

Si  R  est  constant  et  T  variable,  il  faut  B  =  o,  c'est- 
à-dire 

cosV  =  o,         sinV  =  o         et         /  =  R. 

L'angle  V  est  donc  droit  et  il  n'j  a  qu'une  courbe 
associée  qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbures  de  la 
courbe  donnée.  C'est  aussi,  on  le  sait,  le  lieu  des 
centres  de  la  sphère  osculalrice. 

r> 

La  relation  û?X  = —  7=cosA^S  montre  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  associée  est  parallèle  à  la  binormale 
de  la  proposée,  c'est-à-dire  est  sa  droite  polaire  ou 
encore  est  la  tangente  à  l'arête  de  la  surface  polaire. 

Enfin  on  a 

Rl=^=      \dX'^        --P'  ^-  ^'=«' 


(  ^:>  ) 

ce  qui  prouve  que  les  propriétés  des  deux  courbes  sont 
réciproques. 

ÉPREUVE   PRATIQUE. 

Calculer  Vinlégrale  indéfinie. 


1=  f       ^""'^^        d. 
J  \ 


(x  —  iy 

v/5-h8a7  — 4a;» 


en  employant  la  variable  u  définie  par  la  relation 

dx 


-f.^ 


+  Sa:  —  4  a:» 
Analyser  la  fonction 


s/S-hSz  —  ZiZ^ 


dans   les  seuls  cas  où  le  point  z  décrit  un  chemin 
fermé  situé  à  distance  finie  dans  le  plan  des  z. 


SOLUTION. 

Si  l'on  pose 


r 


dx  3 

=  tt,  a:  —  iH —  z, 


on  a 


et 


/5  -H  8  a:  — 4ar» 


z  =  sin  lu, 


y  —\/'j  -h^x  —  ix^  =  i  eos  a  « 

■=(1)7— =^[^^-'] 


Mécanique. 


COMPOSITION   ECRITE. 


Dans    un   plan    vertical   on    donne    une    droite 
dépolie  Ox  qui  fait  avec  l^ horizon  un  angle  a.  tel  que 


(  27?^  ) 

tango.  =  0,-5.  Une  plaque  carrée  ABCD,  homogène 
et  de  poids  P  s^  apouie  sur  cette  droite  par  le  côté  A^. 
Au  point  A  est  attachée  V une  des  extrémités  dun 
fil  élastique  dont  Vautre  extrémité  est  attachée  au 
point  fixe  O. 

Le  fil^  dont  la  masse  est  négligeable^  s'' allonge 
proportionTiellement  à  sa  tension  et  il  doublerait  de 
longueur  sous  faction  d'une  tension  égale  au 
poids  P. 

Le  coefficient  de  frottement  de  la  plaque  sur  Ox 
est  égal  à  0,5. 

A  l'origine  le  système  est  sans  vitesse  et  le  fil  a  sa 
longueur  naturelle  qui  esta. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système  et  examiner 
si  la  plaque  reste  constamment  appuyée  sur  Or  et 
ne  tend  pas  à  pivoter  autour  du  point  B. 


OA   dirigée   vers   le   bas    étant  représentée   par  a;, 
l'équation  du  mouvement  est 

_^  =—  g^~^  —  ,-/cosa  +  ^sina  =  -  '^{x  —  \,ia), 
ai'-  Ci  Cl 

d'où,  en  tenant  compte  des  données  initiales, 

f  /"s   I  dx  , —  •  .  A, 

X  =  a\  1,2  —  0,2  cosi  /  -  H  j  — -  =  o,-iY  ga  sinl/  -  t. 

La  vitesse  s'annule  au  bout  du  temps  i,  =  Ttl /—  et  a? 

prend  la  valeur  ic,  =  i,4a-  La  plaque  reste  alors  en 
repos  ;  car,  d'une  part,  la  composante  du  poids  est  o,6P, 
et,  d'autre  part,  la  tension  du  fd  est  o,4;  donc  il  reste 
une  force  dirigée  suivant  Ox  égale  à  0,2?  et  inférieure 
à  mgj  cosa  ou  à  o,4P- 


(  2-3  ) 

Soit  N  la  composante  normale  de  la  pression  de  Ox 

sur  la  plaque  et  z  sa  distance  au  centre  de  la  plaque.  Si 

l'on  applique  le  théorème  des  moments  par  rapport  à 

ce  point,  cl  si  2C  représente  le  côté  du  carré,  on  devra 


avoir 


et,  comme  ]N  =  o8P,  on  aura 

o,8z  =  c(^o,4+— ^j- 

Mais  X  —  a  est  au  plus  égal  à  o,  4  «  <  on  a  donc  r  -<  c, 
ce  qui  prou\e  que  la  plaque  ne  bascule  pas. 

KPREtVE    PR.\TIQLE. 

Su/'  une  même  horizontale,  on  donne  un  point 
fixe  O  et  une  cheville  A  parfaitement  polie.  On 
attache  en  O  l'une  des  extrémités  d'un  fil  pesant  et 
homogène.  Ce  fil  s'appuie  ensuite  sur  la  cheville  A 
et  pend  verticalement  au-dessous  de  A. 

La  distance  OA  est  égale  à  -a'"  et  lejil  a  4'"  de  long. 

Combien  y  a-t-il  de  positions  d' équilibre  ?  Quelle 
est.,  quand  il,  y  a  équilibre.,  .la  longueur  de  la 
partie  AB  du  fil  qui  pend  verticalement  et  quelle  est 
la  fièclie  de  la  chaînette  qui  va  de  O  en  A  ? 

SOLLTIO.V. 

ai    -         -~\   . 
Soit  y=-(e"+e    "j  l'équation  de  la  chaînette  rap- 
portée ;t   -<'^  axes  ordinaires.  La  longueur  de  la  partie 

courbe  est  a\e"  —  e    "/   Mais,   comme  la  tension  en 

un  point  est  égale  à  l'ordonnée,  il  faut  que  la  longueur 

Ami.  de  Mathéniat.,  4"  série,  t.  XIX.  (Juillet  1919.)  2t 


(  --1  ) 


du  fil  qui  pend  soil  cj^ale  à  ^  (  e" 4- e    ")■  Enfin,  la  lon- 
eururdu  fil  (Hant  4-  <'"  doii  a\oir  la  relation 


1 
-  «e 


En    remplaçant  -  par     u.    on    est    amené    à    résoudre 

l'équation 

oe"—  e    "  —  8»  =  o. 

En  b(U'nanl  les  séries  à  deus.  termes,  on  trou\e  Téqua- 
tion  u'I  —  4  "  I  +  2  =  o  qui  a  deux  raeines  2  zb  y  2  ou 
o,(3  et  3.  4-  Mais  iapproximation  est  insuffisante.  Des 
essais  successifs  donnent,  en  posant  ^  :=3e"  —  e~"  —  8  m. 

f<  =:  u,G(i,  gO''^  —  1 ,9j^S,  ;;  —       o,o()76; 

»  =  0,67,  e'J-''' =  1 ,934^,  z  =  —  o,oo\)i; 

it  =  \^i-.  e'-'"  =  3.2217,  «  =  —  0,0053; 

«  =  i,iS.  f'  "*  =  3,25-28,  -=       0,0111. 

En  prenant  pour  première  solution  a  -=  o,(3fci.  on 
trouve  que  le  fil  qui  pend  a  pour  longueur 

I  c"  ->-  e~" 

-   =1,837 

II  2 

et  que  la  llèehe  est 

^'^^■-0-76  =  °'^^'"- 

Pour  la  seconde  solution,  on  fera  u  =z  1,1-  et  l'on 
trouvera  pour  le  fil  qui  pend  i,.^!©  et  pour  la 
rtèclie  o,6,o5. 

L'observation  des  changements  de  signes  de  z-  montre 
qiu^  le  premier  écjuilibre  seul  est  stable. 


(  2:.-î  ) 

Mathématiques  générales. 

COAtPOSITlOX    KCRITF. 

Étant  donnr^esles  deux  fonctions  de  ht  variable  t 

t 
X  —  tang-  ,         y  =  ces  t, 

montrer  qu'à  chaque  valeur  donnée  de  x  corres- 
pondent deux  valeurs  de  y  éi;ales  et  de  signes  con- 
traires et  qu^à  chaque  valeur  donnée  de  y  correfi- 
pondent  six  valeurs  de  x  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires.  Dans  ce  dernier  cas.  la  plus  petite 
valeur  positive  de  x  étant  représentée  par  x^  calculer 
les  cinq  autres  valeurs  et  les  ranger  dans  un  ordre 
croissant  ;  cas  de  y  =  i  et  de  y=z  o. 

Trouver  en  eléminant  t  la  relation  qui  lie  x  et  y 
l't  construire  la  courbe  qu^elle  représente. 

>OIATIO\. 

Soient  1'  =  cost  et  ro=  cosa.  a  «''lanl  compris  entre 

o  et-)  les  valeurs  de -qui  donne  des  valeurs  positives 
■1  j  *  ' 

a  a  4  ~     ^     ,     4  ~  1 

pour  X  sont-'  —  tH — —  '  -  -\ — ^et  ces  valeurs  sont. 
'  i  i  3       j  J 

\/3  —  xi       \/3-T-a-|      ,  , 

en   croissant,    a?,. —, —5  les  valeurs  ne|i.a- 

I  —  .l'w'i      i  —  3"i\/3 

tives  de  x  ayant  les  mêmes  valeurs  absolues. 

(^  X- I  V- 

L'équation  de  la  courbe  est  t-  =  — ^ 

La  courbe,  facile  à  construire,  est  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées;  et  elle  est  comprise 
entre  les  deux  droites  y  =  zïz  i  ;  elle  touche  ces  droites 
pour  X  =  o  et  pour  x  =dzy/3.  Enfin  elle  touche  dou- 
blement l'axe  des  x  pour  .r  ==:  ^n  —  et  .r  =:  ±i  x. 


(  ^^7<>  ) 

KPREUVK    PRATIQI'K. 

Dans  un  plan  vertical  un  point  matériel  de  poids  P 
se  meut  sans  frottement  sur  une  cyclo'Cde  coiicave 
vers  le  haut  et  dont  la  tangente  en  un  sommet  est 
horizontale. 

En  admettant  que  Von  prenne  pour  axes  de  coor- 
données la  tangente  et  la  normale  a  a  sommet  et  que 

Von  puisse  définir  la  courbe  par  l'équation  y  =  —r-  > 

oii  R  est  une  longueur  donnée^y  ^ordonnée  et  s  Varc 
de  courbe  compté  à  partir  du  sommet . 
On  demande  : 

i"  la  composante  tan gentielle  du  poids  ; 
a°  V accélération  tangentielle  que  Von  représentera 
par  —  M- s; 

3°   Vejpression  de  Varc  s  en  fonction  du  temps  t; 
\'^  la  période  et  la  fréquence. 

SOLl'TION. 

La  composante  langentielle  est 


On  a 


as        l\  K 


P  V    -  ''  *  ■" 

in  —  i-,  (Ion  — —  = — ---S—  —  M-X, 

g  clt^  4  R 


et,  par  suite, 

,v  :=  .ï(i  sino)/         et.         v  —  u^s^  co^.mI 

La  période  i\u  iuoiin  cmciil  oseillaloire  esl    V  ^-  — ^  el 
la  fréquence  est  N  :=  =,  ^=  — • 


(  ^77  ) 
SOLUTIONS  DE  OURSTIOXS  PROPOSÉES- 


2330. 
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Démontrer  que  l'enveloppe  des  droites  sur  lesquelles 
deux  hyperboles  équilatères  déterminent  deux  segments 
ayant  même  milieu  M  est  l'hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements  tangente  aux  asymptotes  des  deux  hyperboles; 
lieu  de  M.  (J.  Lemaire.) 

Solution 

Par  M.  L.  Maloue. 

Soient  en  général  C  et  G'  deux  coniques  quelconques  et  G 
renvelo|)pe  des  droites  D  sur  lesquelles  G  et  G'  déterminent 
deux  cordes  ayant  même  milieu  M. 

Pour  trouver  la  classe  de  G,  cherchons  combien  de  droites  D 
passent  par  un  point  donné  P  du  plan.  Le  lieu  des  milieux  des 
cordes  de  G  qui  passent  par  P  est,  comme  on  sait  une 
conique  Gj  passant  par  P;  de  même  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  de  G'  qui  passent  par  P  est  une  conique  C\  passant 
par  P,  G'  et  G'j  ont,  outre  le  point  P,  trois  points  communs. 
On  en  conclut  qu'il  y  a  trois  droites  D  passant  par  P.  G  est 
donc  de  troisième  classe. 

Gherchons  comment  C  se  comporte  à  l'égard  de  la  droite 
de  l'infini.  Le  raisonnement  sera  plus  clair  si  nous  envisa- 
geons la  question  corrélative,  qui  s'énonce  ainsi  :  G  et  G' 
étant  deux  coniques  données^  A  un  point  donné,  étudier  la 
courbe  G'  lieu  des  points  M  tels  que  les  droites  conjuguées 
de  MA  par  rapport  aux  deux  tangentes  issues  de  k  à  C  et 
par  rapport  aux  deux  tangentes  issues  de  A.  à  C  soient 
confondues.  On  reconnaît  tout  de  suite  que  G'  a  un  point 
double  en  A  et  que  les  tangentes  en  ce  point  double  sont  les 
rayons  doubles  du  faisceau  involutif  qui  a  pour  couples  de 
rayons  conjugués  les  tangentes  issues  de  A  à  G  et  les  tan- 
gentes issues  de  A  à  G'.  En  revenant  à  la  question  proposée, 
on  voit  que  G  admet  pour  bitangente  la  droite  de  l'infini,  les 
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points  de  contact  I  et  J  étant  les  points  doubles  de  l'involu- 
tion  qui  a  pour  couples  de  point?  conjugués  les  points  à  l'in- 
fini de  G  et  ceux  de  C. 

G  touche  les  quatres  asymptotes  des  coniques  données  :  en 
effet  une  asymptote  de  C.  par  exemple,  détermine  dans  cette 
conique  une  corde  dont  le  milieu  est  indéterminé  et  peut  être, 
par  conséquent,  considéré  comme  confondu  avec  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  sur  cette  asymptote  par  C. 

Si  G  et  G'  sont  des  hyperboles  équilatères,  les  points  I  et  J 
deviennent  les  points  cycliques  et  G  est  une  hypocycloïde  à 
trois    retroussements. 

Réciproquement,  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  H 
peut-être  engendrée  de  la  façon  indiquée,  au  moyen  de  deux 
hyperboles  équilatères  ayant  pour  asymptotes  deux  systèmes 
de  tangentes  à  H,  rectangulaires  :  cela  résulte  de  ce  qu'une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements  est  déterminée  d'une 
façon  unique  par  quatre  tangentes'. 

Pour  trouver  le  lieu  du  point  M,  désignons  par  A  et  B  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  éqtiilalère  C,  par  A'  et  B'  celles 
de  G',  par  O  et  0'  les  centres  de  ces  deux  courbes.  Si  l'on 
désigne  par  (Z)  l'orientation,  définie  par  rapporta  un'Bxefixe 
quelconque,  dune  droite  Z,  on  a,  en  remarquant  que  D,  OM 
et  A  forment  un  triangle  isoscéle,  et  de  même  D,  O'M  et  A', 
les  égalités  (exactes  à  t:  près) 

(0M)  +  (D)  =  2A,         (0'M)  +  (D)  =  îA', 

d'où,  par  soustraction, 

(O'AI)  — (OM)  =  2^  A')  — 2(A), 

ce  qui  prouve  que  le  lieu  de  M  est  un  cercle  F  passant  en  O 
et  en  0'.  Si  l'on  désigne  |)ar  z,  ^,  ■;.  o  les  sommets  du  quadri- 
latère formé  par  les  quatre  droites  A,  A'  B,  B',  prises  dans 
cet  ordre,  on  reconnaît  que  F  passe  par  les  milieux  de  ay  et 
de  [jÔ,  car  ay  et  ^o  sont  deux  droites  D. 

F  est  donc  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  a^v.  [|  passe 
en  particulier  par  le  point  de  rencontre  de  a-/  et  de  j36,  c'est- 
à-dire  par  un  point  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  rec- 
tangulaires à  H.  Gomme  cette  dernière  propriété  appartient 
aussi  à  0  et  O',  on  voit,  d'après  une  propriété  bien  connue, 
^ue  F  est  le  cercle  tritangent  à  H. 
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QUESTIONS. 


2419.  Soient  ABA'B'  un  quadrilatère  circonscrit  à  une 
conique  de  foyers  F  et  F'.  On  considère  les  deux  groupes  de 
quatre  triangles  : 

FAB,      FA'B',     F'AB,     F'A'B; 
FAB',     FA'B,      F'AB,      F'A'B'. 

Démontrer  que  : 

i"  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  de  ces  deux  groupes 
passent  respectivement  par  des  points  C  et  C,  qui  sont  les 
deux  foyers  d'une  nouvelle  conique  inscrite  au  quadrilatère; 

2°  les  orthocentres  des  triangles  de  ces  deux  groupes  sont 
respectivement  sur  des  droites  D  et  D',  toutes  deux  perpen- 
diculaires à  la  droite,  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère,  R.  B. 

"li'iO.  On  donne  à  un  segment  AB  de  longuetir  constante 
toutes  les  positions,  dans  un  plan  fixe,  telles  que  les  points  A,  B 
et  deux  points  fixes  Ao  et  Bo  du  plan  soient  sur  un  cercle. 
Démontrer  que  l'on  peut  trouver,  d'une  infinité  de  ma- 
nières un  couple  de  points  M,  N,  invariablement  liés  au 
segment  AB  et  un  couple  de  points  fixes  Mu,  Np,  tels  que  les 
points  M,  N,  Mo,  Nq  soient  sur  un  cercle  pour  toutes  les 
positions  du  segment  AB  satisfaisant      la  condition  indiquée. 

Les  points  M,  N  sont  répartis  sur  deux  droites  rectangu- 
laires, et  de  même  les  points  Mq,  No-  R-  B. 


ERRATA. 


Page  82,  dernière   ligne,  au   lieu   de  «  considéré  vers  »,  il   faut 
considéré  sur  ». 
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Page  88,  dernière  ligne,  la  parenthèse  placée  avant  les  mots 
«  nous  pourrions  »  doit  être  reportée  avant  les  mois  «  section 
que  ». 

Page  i53,  dans  l'expression  de  -    /       p-rfw,  donnée   au  milieu  de 

la  page,  le  terme  coupé  en  deux  par  la  mise  à  la  ligne  ne  doit  pas 
se  lire 


mais  bien 


1  sj2z{h  —  z)lii  X.  tang( -^  H h 

3  \J-îz{h  —  z)  .In  tang^"7  "^  "^ y' 


le  signe  In  du  logarithme  népérien  portant  sur  la  fonction 
pour  constituer  un  des  facteurs  de  ce  terme. 
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[A3e] 
THÉORÈME  GE\KRAL  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALfiÉBRIOllES; 

Par  m.  Michel  PETROVITCH. 

(Belgrad,  S-rhe.) 


Étant  donnée  l'équation  algébrique  la  plus  ^rhiP- 
vale 

(  i  )  «0  -+-  «1  ^  -I-  «2  ^^  +  •  •  •  -i-  a«  X-"  =  o 

(les  coefficients  et  les  i-acines  n'étant  assujettis  à 
aucune  restriction)^  il  est  possible,  en  utilisant  cer- 
tains résultats  aujourd'hui  connus  sur  la  série  de 
Taylor  et  les  équations  (  \  ),  d'assigner  dans  le  plan  de 
l'inconnue  x  une  couronne  circulaire  C  ronteiiaut 
sûrement  une  racine  de  (  i  ). 

Supposons  «0  F^  o,  a,  5^0  (ce  qui  ne  diminue  nulle- 
ment la  généralité)  et  soit  a  la  racine  de  (l^  la  plus 
rapprochée  de  r<n-igine  (ou  bien  l'une  de  telles  racines, 
s'il  y  en  a  plusieurs  de  uièuie  module).  Si  l'on  forme 
la  fonction 

on  aura,  d'a[)rés  un  théorème  général  sur  la  série  de 
Taylor  que  j'ai  démoniré  dans  ur\Travailanlérieur  ('  j. 

(3)  |a| 


«juelle  (jue  soit  la  valeur  positive  /•. 


'  )  M.  Phtrovitcii,  BiiU.  de  la  Soc.  math,  ilt  France,  t.  WIX, 
Ann,  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  X[X.  (  \oiil  1919.)  22 


(    282    ) 

Lorsque  /•  croîl  par  valeurs  réelles  de  o  à  oo,  la  fonc- 
tion réelle  u{r)  commence  par  décroître,  atteint  uu 
minimum  positif  L  après  lequel  elle  croît  constam- 
ment. Par  suite,  d'après  (3),  la  racine  a  ne  se  trouve 
jamais  à  Cintérieur  du  cercle  C|  ayant  l'origine 
centre  et 

comme  rayon. 

D'une  autre  part,  d'après  un  résultat  démontré  par 
M.  Fejér(-),  la  racine  de  moindre  module  de(i)  ne  se 
trouve  jamais  à  l'extérieur  du  cercle  C^  ayant  l'ori- 
gine comme  centre  et 


(5)  R,  =  /i 


comme  rayon. 

Les  deux  propositions  se  résument  dans  le  théorème 
que  nous  avons  en  vue  et  qui  est  le  suivant  : 

Théorème  :  l  équation  algébrique  (i)  a  au  rnoitis 

une  racine  dans   la  couronne  circulaire  C  limitée 

par  les  deux  cercles  C,  et  Co  [ou  sur  les  bords  mêmes 

de  la  couronne)  et  n'a  aucune  racine  entourée  par 

la  couronne . 

Les  bords,  extérieur  et  intérieur,  de  la  couronne  C, 
représentés  par  les  cercles  C|  et  G2,  fournissent  le> 
limites  les  plus  précises  qu'il  soit  possible  d'assigner 
à  la  couronne  pour  que  le  théorème  soit  valable  dans 
le  cas  le  plus  général.  En  elFet,   le  bord  extérieur  Co 


it)Oi,  p.  3o3-3i2.  —  E.  Landau,  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France, 
t.  XXXIII,  1905,  p.    251-261.   Le  signe   d'égalité  dans  (3)  est  dû  à 
M.  Landau. 
(')  L.  Fejér  :  C.  /?.  de  VAcad.  des  Se.  1907,  t.  Il,  p.  459-461- 
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de  la  couronne  C  correspondant  à  l'équation 


(6)     aof I 


««0  /      ~ 


n  —  I      ,     , 

«  1  .r rt  7  f  ■--:-...=  o 

■i  nao 


(cas  signalé  par  M.  Fejér  j  est  efTectivemenl  atteint  par 
les  n  racines  éi;ales  de  (rt).  D'une  autre  part,  l'équa- 
tion 


(7) 


.  -f-  :r"  =  o 


admet  pour  le  ininimuni  L  une  valeur  tendant  vers  4  et 
une  racine  x  tendant  vers  |  lorsque  son  degré  /i  aug- 
mente indéfiniment;  à  la  valeur  limite  Li=4  corres- 
pond la  circonférence  C|  de  rajon  ^  de  laquelle 
s'approche  indéfiniment  la  racine  a  lorsque  n  augmente 

I  le  ca»  limite  — -=   o    de    ré(j[ualion    (-)    a    été 

signalé  par  M.  Landau  loc.  cit.  \ . 
L'épaisseur  D  de  la  couronne  C  est 


^8) 


D  =  R.>-  R,== 


«1 


I 

7r 


et  il  est  impossible  de  rétrécir  la  couronne  dans  un 
sens  ou  l'autre  sans  qu'elle  cesse  de  contenir  la  racine 
X  dans  tous  les  cas  possibles.  Comme  l'on  a 

la  valeur  D  ainsi  déterminée  est  supérieure  ou  égale  à 

(  n-  \      —  |. 
a,  I 

Dans  le  cas  où  la  racine  y.  est  réelle,  elle  est  com- 
prise dans  l'intervalle  ('  —  R...  — R|)  on  bien  (R,,R2) 
suivant  qu'elle  est  négative  ou  positive  (pouvant  coïn- 
cider avec  une  limite  de  cet  intervalle). 

On  peut,  manifestement,  dans  le  théorème  précédent, 
substituer  à  L  une  limite  supérieure  de  cette  valeur. 
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Une  telle  limite  serait,  par  exemple,  la  valeur  que 
prend  la  fonction  u  (r)  pour  une  valeur  positive  arbi- 
traire /•. 

Enfin,  nous  rappellerons  l'existence  d'un  théorème 
«n  quelque  sorte  opposé  au  précédent  :  tandis  que 
celui-ci  concerne  les  racines  de  l'équation  (  i  )  compris 
dans  une  couronne  circulaire  uentourant  aucune 
racine  de  cette  équation,  le  tliéorème  que  nous  avons 
en  vue  concerne  les  racines  entourres  par  une  cou- 
ronne mais  ne  contenant  elle-même  aucune  racine,  [..e 
théorème,  ne  supposant  que  la  réalité  des  coefficients 
de  l'équation  (i),  fournit  une  règle  pour  déterminer 
exactement  le  nombre  de  racines  entourées  par  une 
telle  couronne,  ce  nombre  étant  fourni  comme  partie 
entière  d'une  certaine  expression  numérique  qui 
s'exprime  algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  «a, 
du  rayon  et  de  l'épaisseur  de  la  couronne  (  '  ). 


ÏAlb] 

SIR  L'IDENTITÉ  DE  BEZOUT; 

Par  m.  Bertrand  GAMBIER. 

Professeur  à  la  Facuilé  des  Sciences  de  Hennés 


1.  On  sait  qu'à  deux  polvnoujes  entiers  en  j;, 
A  et  B,  premiers  entre  eux,  des  degrés  respectifs  m 
et/?,  on  peut  adjoindre  deux  nouveaux  polynômes,  el 
deux  seulement,   V,    de  degré   p  —  i    au    plus.   \  ,   de 


(  '  )  M.  Petrovitcii  :  BtiU.  de  la  Soc.  matli.  de  France,  t.  \\\\I. 
4()o8,  p.    I  '|i-ib<). 
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degré  m  —  i  au  plus,  tels  que  l'on  ait 

m  Ai:,-i- BV,  =  i. 

Les  polynômes  les  plus  généraux  U  et  ^   satisfaisant 
à  l'identité 

(2)  AL+BV  =  !. 

dite  identité  de  Bezout,  ont  pour  expression  générale 


^'^  {  V=Vi-A/(^), 

où  y  est  un  polvnome  arbitraire. 

On  peut  établir  ce  résultat  en  prenant  pour  incon- 
nues les  m-\-  p  coefficients  de  Li  et  ^  , ,  qui  satisfont 
à  ni-\- p  équations  linéaires  non  homogènes,  admettant 
pour  déterminant  le  résultant  de  A  et  B  supposé  non 
nul;  si  donc  A  et  B  sont  donnés  explicitement,  l'iden- 
tité (2)  est  complètement  résolue. 

Augmentons  l'indétermination  en  donnant  non  plus 
A  et  B,  mais  simplement  les  degrés  m  el  p.  Nous  con- 
sidérons, en  nous  en  tenant  à  la  méthode  précédente, 
comme  paramètres  arbitraires  les  ni -\- i  coefficients  a 
de  A,  \esp-\-i  coefficients  6  de  B;  les  coefficients 
de  U)  et  \  I  s'expriment  par  des  fractions  rationnelles 
des  a  et  b.  admettant  comme  dénominateur  le  résul- 
tant de  A  et  B.  On  peut  adresser  à  ce  procédé  plusieurs 
critiques  :  d'abord,  une  fois  m  et  p  fixés,  il  faut,  pour 
calculer  U,  et  V,,  résoudre  un  système  de  ni-\-p  équa- 
tittns,  linéaires,  il  est  vrai;  on  sait  que  l'expression  du 
résultant  est  assez  compliquée,  même  pour  des  valeurs 
petites  des  entiers  ui  et  p.  Deuxièmement,  U)  et  ^  , 
sont  de  degré  égal  exactement  k  p  —  i  —  h  et  m  —  i — h 
respectivement  où  h  est  un  entier  indéterminé,  positif 
(Ml  nul  :  si  les  a  e\  b  sont  choisis  arbitrairement,  li  est 
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nul;  si  l'on  annule  les  ternies  en  a?^~',  xP~-^  . . .,  xi'"'^ 
dans  U,,  on  obtient  h  équations  de  condition  entre 
les  m  -\-p  +  2  paramètres  a  et  b^  mais  la  méthode  ne 
<lonne  pas  le  moyen  d'exprimer  les  coefficients  de 
A,  B,  U,,  V,  au  moyen  du  nombre  minimum 
m-\-p-\-2  —  Il  d'arbitraires.  La  méthode  que  je  \ais 
proposer  évite  ces  objections  et  donne  l'expression 
explicite  des  coefficients  de  A,  B,  U,,  \  <  au  moyen  du 
nombre  minimum  d'arbitraires  ;  le  résultat  est  même 
remarquable  de  simplicité  :  tous  les  coefficients  sont 
des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  arbitraires. 

2.  Je  pose  donc  le  problème  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Trouver  quatre  polynômes  entiers  en  x  satisfaisant 
à  l'identité 

(4)  AD  — BC  =  i. 

La  suite  justifiera  ce  changement  de  notations. 

Je  rappellerai,  en  hommage  à  la  mémoire  de 
M.  Darboux,  que  c'est  lui  qui  me  suggéra,  à  la  fin  de 
novembre  1916,  l'idée  fort  simple,  dont  j'ai  tiré  parti 
depuis,  pour  arriver  à  la  solution  exposée  ici.  Remar- 
quons que  AD  —  BC  n'est  autre  chose  que  le  déter- 
minant    „     _.    ;  connaissant  deux  solutions  (ABCD), 

I  vj      D 

(A'B'C'D')  de  l'identité  (4),  multiplions  les  détermi- 
nants correspondants;  nous  avons  une  troisième  solu- 
tion où  les  degrés  sont  plus  élevés  que  dans  les  deux 
solutions  primitives. 

Or,  par  des  calculs  presque  négligeables,  on  obtient 
aisément  des  solutions  en  polynômes  du  premier  degré 
ou  constantes;  des  multiplications,  des  élévations  aux 
puissances  successives  donneront  donc  des  solutions  de 
degré  de  plus  en  plus  élevé.  Quelque  temps  après,  pcn- 
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daiit  une  journée  calme  sur  le  front  de  la  Somme,  en 
janxier  191  j.  j'apercevais  le  véritable  parti  à  tirer  de  la 
remarque  de  M.  Darboux,  qui  inséra  mon  résultat  aux 
Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences  du 
■12  janvier  1917. 

3.  Je  précise  cette  notion  de  composition  de  solu- 
tions; (ABCD)  et  (A'B'C'D)  étant  la  première  et  la 
deuxième  solution,  je  multiplie  les  déterminants  cor- 
respondants par  la  rèi;Ie  précise 


(5) 


A     B 

C     D 


X 


j  A'     B' 
C    D' 


AA'+CC     BA'-i-DC' 
AB'+CD'     BB'-i-DD' 


et  j'écrirai  schématiquement 

(6)     (ABCD)(A'B'C'D') 

=  (AA'-H-CG',  BA'^-DC,  AB'-+-CD',  BB'-+- DD  ). 

J'appelle  la  solution  mise  en  évidence  au  second 
membre  de  (6)  produit  de  la  solution  (^ABCD  )  par  la 
solution  (A'B'C'D).  Cette  multiplication  n'est  pas 
commutative  ;  si  Ion  échange  les  deux  facteurs,  au 
second  membre  le  premier  et  le  quatrième  terme 
restent  ce  qu'ils  sont,  mais  le  second  et  le  troisième  se 
permutent.  Etant  donné  un  nombre  quelconque  de 
facteurs  avec  leur  ordre,  je  multiplie  le  pi^emier  par  le 
second,  ce  produit  par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  épuisement.  On  ne  peut  ni  changer  l'ordre  ni 
remplacer  plusieurs  facteurs,  consécutifs  ou  non,  par 
leur  produit  effectué. 

Je  désigne  par  a.  b.  c.  d  les  degrés  respectifs  de 
A,  B,  C.  D.  On  a  a-\-d=b-\-c  ou  encore  c — a=d — 0. 
Deux  hvpothèses  s'offrent  à  nous  :  c^a  ou  cSa.  Adop- 
tons la  première  pour  fixer  les  idées;  on  a  alors  d^b. 
C  divisé  par  A  donne  0   pour  quotient.  C,   pour  reste. 


(   a88  ) 

D  divisé  par  B  donne  o  pour  quotient,  D,  pour  reste  et 
j'écris 

^^^  j  D^B8'-f-D,, 

(8j  ADi— BC,-f-  AB(o'— o)  =  i. 

Je  suppose  que  a  et  6  soient  d'abord,  ou  tous  deux, 
ou  un  seul,  de  degré  effectivement  supérieur  à  zéro  : 
alors,  si  &  et  o  ne  sont  pas  identiques.  AB(o' —  o)  est 
au  moins  de  degré  a  -j-  b,  tandis  que  AD,  —  BC,  est  au 
plus  de  degré  a-\-  b  —  i  :  a -\-  b  n'étant  pas  nul,  il  ne 
pourrait  v  a\  oir  identité  entre  les  deux  membres  de  (8), 
donc 

o'=û,         AD, —  BCi  =  i. 


Je  peux  donc  écrire  simplement 
(9) 


C  =  Ao-f-G,,     AD  — BC  =  ADi— BCi=(: 
D=Bo^-D,,     (ABCD)    =  (ABC,  D,  )  (i  6  oi). 


J  ai  donc  ramené,  dune  façon  unique,  pours  u  que  A 
el  B  ne  soient  pas  numériques  tous  les  deux,  la  solu- 
tion (ABCD),  où  le  couple  (AB)  est  de  degré  inférieur 
au  couple  (CD),  à  la  solution  (ABG,D,  )  que  j'appel- 
lerai la  solution  consécutive,  formée  avec  le  même 
couple  (  AB)  et  un  nouveau  couple  (C,D,),  de  degré 
inférieur  cette  fois  au  couple  (AB)  :  il  a  suffi  pour  cela 
dune  dixision  opérée  sur  C  et  A  el  d'une  division 
opérée  sur  D  et  B. 

Le  résultat  est  légèrement  modifié  si  a  =  6  =  o;  la 
division  donnerait  en  effet 

.       C  .,      D 

'^~Â'  ^  ~  B'  *'1  =  o>  D,  =  o 


el 

AB 


■(^x) 
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l'our  faire  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent,  je  conviens 
d'écrire  soit 

C  =  A-^-(-o,         (ABCD)=  (^ABoi  ij  ("i  ^oiV 

(  I  o  )    ^ 

D—B^-h-^,        C,  =  oD,=  -J-,        \D,— HC,  =  (; 
A        A  A 


soit 

B        B 


C_A£-i,         (ABCD,=  (AB-gi„)  (,§„,), 

(II)        ^ 

D^B^+o.      C,=-^,      D,  =  o,      AD,-BC,^i, 

et  dans  ce  cas   la  solution  consécutive  peut  prendre 
deux  formes  et  deux  seulement. 


•4.  La  question  est  donc  dès  maintenant  virtuelle- 
ment résolue. 

En  effet,  ou  bien  Tun  des  quatre  polynômes  est 
numérique  :  A,  par  exemple;   alors  on  a  la  réduction 

(\,  F(x).  o,^  )(',  /(ar),  o,  I), 

où  A  est  une  constante  arbitraire  non  nulle,  F  et/  étant 
deux  polynômes  arbitraires. 

Ou  bien  aucun  des  polynômes  n'est  numérique;  dans 
ce  'cas,  (AB")  étant  b'  couple  de  de^ré  inférieur,  jal 
écrit 

(9')  (ABGD)es(ABC,D,)  (iooi), 

et   pour  la   même   raison   la    division   de   A  par  d   et 
B  par  D,  donne 

(A  =  C,ï4-A,,         ADi— BGi=  AiD,— B,C,  =  i, 
^"'^  j  BEsD,£-i-B,,         (ABCiD,)  ^(A,B,C,Di)(ioïi), 

dans  la  formide  (  9)  je  ])eux   donc   luodilier  le   second 


(i5j 


(i6) 
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membre  par  la  tête  et  écrire 

(i3)  (ABCD)  =  (AiB,CiD,)(io£i)(iooi). 

Le  raisonnement  se  poursuit  donc  indéfiniment  :  par 
une  marche  en  escalier,  le  premier  ou  le  second  couple 
sont,  alternativement,  remplacés  par  un  couple  plus 
simple,  l'autre  étant  conservé.  Les  opérations  à  faire 
sont  précisément  celles  que  l'on  rencontre  dans  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  appliquée  à  C 
et  A  d'une  part,  D  et  B  de  l'autre  :  les  quotients  suc- 
cessifs sont  les  mêmes  dans  les  deux  opérations  menées 
parallèlement  et  l'opération  se  termine  dès  que,  dans 
l'une  des  suites  de  diviseurs,  on  obtient  un  diviseur 
numérique  non  nul,  chose  qui  arrive  nécessairement 
puisque  A  et  C  d'une  part,  B  et  D  de  l'autre,  sont  deux 
polynômes  premiers  entre  eux. 

o.  Je  vais  donc  écrire  sur  deux  lignes  parallèles  les 
diviseurs  ou  restes  successifs  de  l'opération  eflectuée 
sur  C,  A  et  sur  D,  B,  et  sur  une  troisième  les  quo- 
tients 


(>4) 


J'écris  les  identités  analogues  à  (9 Wt  (  1  :^  )  : 

A,_i  =  C/£,-i  M-  A/,  A,_i  Di  —  B,_i  C,=  A,  D,—  B/G,=  i , 

B,_,  =  D,£/_,+  B,,  (A,--,  B,_,  G.-  D,)s(A,B,C,D,)(ro£,_,  i), 

G,     =  A,  0,     -+-  Ci^  1 .  A,-  D,  —  B,  G,        s  ki  D/-H,  —  B,-  G,vi  =  1 . 

D,     =B/o,     +D,+,,  (A,B,C/D,)        =  (A,  B,  C/+,  D,-+i)  (  i  0,  o  i). 

De  sorte  que  les  identités  (9)  ou  (  i3)  modifiées  de 
proche  en  proche  toujours  parla  tête  donnent  évidem- 
ment 
\  (ABGD)  =  (A,B/G,D,)  (io£,_,i)  (  i  o/_,  o  i  )    ...  (i  001) 

I  =  (A,B/G/-Hi  D/^.l)    (18/ 01)    ('lO£,-_i  I)  .  .  .  (lO£  l)   (^10  o  i). 


G     A 

c. 

A,     . 

..      G,-, 

A,_, 

G, 

A, 

D     B 

D. 

Bi      . 

..      D,_, 

B.-, 

D, 

B, 

0 

£ 

Ol         . 

-i-2 

0,-1 

^i-t 
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11  suffit  maintenant  d'une  discussion  sans  difficulté 
pour  apercevoir  les  diverses  formes  de  réduction  com- 
plète. J'avais  eu  à  opter  entre  c^«  et  a^c;  j  ai 
adopté  c^a.  En  appelant  ai  le  degré  de  A/.  6,,  c/,  di 
ceux  de  B/,  C/.  D,-,  on  a  manifestement 

a,_i  —  6,_i  =  Ci  —  dj  z=  m  -  bi  — ...  ; 

la  valeur  commune  est  donc  a  —  h  ou  c  —  f/;  j  ai  donc 
à  opter  encore  entre  c  —  d^o  ou  c  —  d^o.  Ado[)lons 
la  première  hypothèse  :  chaque  polynôme  de  la  pre- 
mière ligne  (i4)  a  donc  un  degré  surpassant  du  nombre 
constant  (c  —  d)  le  degré  du  polynôme  écrit  en-des- 
sous. C'est  donc  la  seconde  ligne  qui  s'arrête  la  pre- 
mière sur  un  polynôme  réduit  à  une  constante  numé- 
rique non  nulle,  et  j'ai  alors  encoi^e  à  opter  entre  le  cas 
où  ce  polynôme  est  un  D  ou  un  B.  J'ai  donc  au  total 
huit  cas  à  considérer.  Adoptons  d'abord  le  cas  où  D,^ 
est  numérique  :  alors  ce  que  j'ai  fail  remarquer  au  n°  3 
sur  la  solution  (  A„_,  Brt_i  C»  D^  )  montre  que  je  peux 
continuer  la  division  pour  A„_i,  C»  de  façon  à  terminer 

la    jjremière    ligne    par  le    reste    numérique   =—   el   la 

seconde  ligne  par  zéro.  J'ai  donc,  en  représentant  par  a 

le  nombre  •=-  ? 

A„  =  À.  B„^  o,  D„=  ^, 

Je  remplace  C„  par  le  symbole  ^{x)  et  j'écris,  en 
appliquant  la  ])remière  formule  (lô"),  où  i  z=  n^ 

X  (I0£„_i  l)('lÔ„_iOl).  ..(lO£l)(l6  Ol). 

Si,  au  contraire,  j'adopte  (avec  a^c,  d'^C)  le  cas 
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où  le  polynôme  numérique  non  nul  de  la  seconde 
ligne  (i4)  est  un  B  à  savoir  6,^,  je  continue  à  diviser  C/^ 
par  A„  et  j'obtiens  un  reste  numérique  non  nul  en 
première  ligne;  toujours  d'après  le  n"  3,  je  termine  la 
première  ligne  par  ce  reste, 


r      -  — 


tandis  que  la  deuxième  se  termine  par  D,,^,  =  o;  j'ap- 
plique la  seconde  formule  (16)  en  j  faisant  i=n  et 
remplaçant  A„  par  F(x), 

(18)  (ABGD)=  /^F,X,  ^,  o) 

X   (1  0„Ol)(tOS„_,  l).  .  .(lO£l)(l5oi). 

Dans  les  deux  formules  (17)  ou  (18),  F  est  un  poly- 
nôme de  degré  c  —  d.  Si  c  >  c?,  la  réduction  est  pos- 
sible d'une  seule  façon  ;  si  c  =  d.,  F  est  une  constante 
non  nulle;  on  a  vu  alors  que  la  réduction  est  possible 
de  deux  façons,  mais  que  le  changement  ne  porte  que 
sur  les  deux  premières  parenthèses. 

Si,  conservant  l'hypothèse  c^rt,  j'adopt<;  d^c,  c'est 
la  première  ligne  qui  se  termine,  un  rang  avant  la 
seconde,  par  un  polynôme  égal  à  une  constante  numé- 
rique non  nulle;  mais,  comme  précédemment,  on 
pousse  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  jus- 
qu'à sa  fin  pour  la  seconde  ligne,  et  l'on  a  l'une  des 
deux  réductions 

(19)  (ABGD)=  ('o,X,  :=-^,  F(a7)') 

X    (lO£,j_i  l)  (l  0„-iOI  ).  .  .  .(1  <)£  1)  (l  00  l), 

(•20)     (ABGD)=(^X,F(a:),o,  i) 

X  (io„oi)(io£„_i  I). .  .(jo£i)(;i5oi), 
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suivant  que  c'est  C„  ou  A„  qui  est  la  constante  numé- 
rique non  nulle. 

Pour  achever,  il  faut  donc  passer  à  l'hypothèse  a^c. 
Pour  pouvoir  utiliser  ce  qui  pn'-cède.  j'écris 

(  A  =  C£'-i-A' 
(21)     l  (ABGD)  =  (A'B'GD)(io£'i). 

Mais  alors  (^A'B'GD)  se  décompose  par  lune  des 
formules  (17),  (18),  (19^,(20);  pour  obtenir  (ABCD), 
il  suffira  donc  d'écrire  (i  o  s' i)  à  la  ^uite  de  chacun  des 
seconds  membres. 

6.  Je  modifie  légèrement  les  notations  et  j'énonce  le 
résultat  suivant  :  la  solution  la  plus  générale  de  l'iden- 
tité AD  —  BC  ^  I  )>eut  être  décomposée  en  l'un  des 
produits  suivants  : 

o,  X.  -y'  ,  \'{x)  [1,0,  tp,(a7j,  ij  [1,  /,(j-),  o,  i]  [1,  o.  -^.aC^-),  '  1- 

I      À,    o,    F(^),   I  [1,0,  cp, (37),  i]  [i, /,(:?), o,  1]  [1,0,  o.,0),  i|.. 

I     À,    F(j7),    o.    y  ]i,/i(.r),o.  [J[i,o,(fi(ar),  i][i,/o(a"j,o,  i|., 

yix),  À.  -T-î-,  o  [!,/,(  a7),o,  i][  1,0,  es,  I. ri,  i]  [i, /.Ca?),  o.  i|. 

A  j)iirtir  dr  !a  seconde,  les  pareulbèses  sont  alln  Hâ- 
tivement (hi  type  (i,  o,  J5,  I)  ou  (  1 . /,  o,  i).  Le  nombre 
des  parenthèses  est  fini,  bien  entendu  ;  en  tenant  couq)le 
de  la  parité,  les  formes  (22)  sont  au  nombre  de  8.  con- 
formément à  la  discussion. 

D'après  C(;  qui  a  été  dit,  le  j)ol\n(tuic  ib  1  e>tde  degré 
égal  à  \c  —  ^/  |,  nombre  positif  ou  nul  ;  si  F  est  numé- 
rique, cette  \aleur  numérique  n'est  pas  nulle. 

De  mèuie,  la  (h'rnière  pareutlièse  renferme  un  p<>l^- 
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nuiiieyou  C2  de  degré  égal  à  \c — a\,  nombre  positif 
(»u  nul;  si  ce  polynôme  est  numérique,  cette  valeur 
numérique  n'est  pas  nulle. 

Quant  aux  autres  polynômes  f  et  es  ils  sont  arbi- 
traires, mais  de  degré  au  moins  égal  à  l'unité. 

Réciproquement,  toute  expression  de  la  forme  (22) 
étant  manifestement  composée  de  facteurs  tous  solu- 
tions de  AD  —  BC  ^  I  donne  une  solution  de  cette 
identité.  Si  les  F,  /'et  ca  satisfont  aux  restrictions  qui 
viennent  d'être  énoncées,  les  paramètres  arbiti'aires 
indépendants  sont  mis  en  évidence  :  ce  sont  les  coeffi- 
cients de  F  et  des  polynômes  /,  o. 

Les  résultats  annoncés  à  la  (in  du  n"  1  sont  donc  bien 
justifiés. 

Je  remarque  que  si  c  >  rt  sans  égalité,  la  dernière 
parenthèse  est  du  type  (  i .  _/',  o.  i  )  et  le  degré,  non  nul. 
du  polynôme  /  donne  la  valeui*  de  c  —  a.  La  décompo- 
sition n'est  possible  quedune  façon  si  cy^d\  si  c^^d^ 
il  y  a  deux  décompositions  ne  différant  que  par  ICn- 
semble  des  deux  premières  pai^enthèses.  Dans  la 
seconde  ou  quatrième  forme  (22),  le  degré  de  F  donne 
la  valeur  commune  de  c  —  d  ou  a  —  h\  dans  la  pre- 
mière et  deuxième  forme,  ce  degré  donne  d  —  c 
ou  h  —  a. 

Si  c  <i  a  sans  égalité,  la  dernière  parenthèse  est  du 
type  (1,0,  C5,  i),  le  degré  de  ç;  donne  a  —  c.  Ce  qui 
vient  d'être  dit  pour  c^  ri  et  F  subsiste. 

Enfin,  si  c  =  «,  comme  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur  pour  G  et  A  peuvent  se  faire  soit  en 
divisant  C  par  A,  soit  en  divisant  A  par  C,  il  y  a  au 
début  deux  routes  à  choisir,  de  sorte  que  si  c  =  « 
et  c^d,\\  y  a  deux  réductions  possibles,  et  que, 
si  c^a^=d=^h,  il  y  a  au  total  quatre  réductions 
possil)lt'>. 


(    293    ) 

7.  J'achève  par  quelques  remarques  bien  simples  : 
en  se  plaçajit  au  point  de  vue  de  M.  Darboux.  les  solu- 
tions particulières  de  AD  —  BC  ^  i  sont  évidentes 
quand  un  des  polynômes  A,  B,  C,  D  est  nul  ;  le  pre- 
mier facteur,  dans  les  formules  {22),  en  donne  l'ex- 
pression. On  pouvait  donc  dire  qu'il  suffisait  de  multi- 
plier un  nombre  arbitraire  de  telles  solutions  ;  les 
formules  (22)  ne  comprennent,  en  effet,  que  des  fac- 
teurs de  ce  type,  mais  avec  certaines  réserves  évi- 
dentes. 

D'autre  part,  si,  dans  les  formules  (,22),  on  suppose 
que  F  ainsi  que  les  cp  ou  les  f  sont  des  poljnomes 
entiers  à  plusieurs  variables,  on  obtient  des  solutions 
de  l'identité  de  Bezoul  en  polynômes  à  plusieurs 
variables.  Ce  cas  mériterait  d'ailleurs  une  étude  spé- 
ciale. 

Jr  traite  comme  application  le  problème  posé 
au  n"  1  :  trouver  quatre  polynômes  A,  B,  U,  V  tels  que 
Ion  ait  AU-t-B\^^i,  sachant  que  le  polynôme  in- 
connu A  est  de  degré  m,  et  le  polynôme  inconnu  B  de 
degré  p.  J'ai  dit  qu'il  suffit  de  trouver  les  solutions 
de  AL, -|-B\,  ^i,  où  U,  est  de  degré  inférieure  B 
et  ^  ,  de  degré  inférieur  à  A;  en  échangeant  au  besoin 
A  avec  B  et  U,  a\cc  V , ,  on  peut  supposer  le  degré  de  A 
supérieur  à  celui  de  B  :  je  pose  U|  ^  D,  A  ,  ^  —  C  et, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  j'aurai  soit 

(■>.3)     (ABGD)=  [f,  à,  ^,  ol 

X[l,fl(jZ-),0,l\  [1,0,  es, (37),  i]...[i,o,9„(a7),i], 

soit 

(24)     (ABCD)=  Ta,  o,  F,  ri 

X[l,0,'^i(x},l\[\,ft(x),0,l]...{l,0,^n{^),l\- 

J'appelle  hi  le  degré  de  fax),  ki  celui  de  'f/(.r). 


(  -9^'^  ) 
On  trouve  aisément  dans  le  premier  eas 

( 25 )  Al  -j-  /.  1  -^  /* 2 -i-  A-2 -H •  •  •  -+-à„ -h  kn=  Pf 

et  dans  le  seeond 

(  l6)        Ai-H  Al -H  /i2-l-  AiH-.  . .—  /i«-i-i-  An_i+  /.«  =  p. 

Quant  au  degré  de  F,  il  est  éi;al  à  m  — p.  Donc,  pour 
obtenir  la  forme  (.23),  il  suffit  de  trouver  2n  entiers 
positifs  non  nuls  dont  la  somme  vautp;  pour  obtenir 
la  forme  (24),  il  suffit  de  trouver  2«  —  i  entiers  posi- 
tifs non  nuls  dont  la  s(jmme  vaut  p.  (Remarquons 
quiei,  avec  Ihvpothèse  précise  adoptée,  D  ou  L,  est 
de  degré  inférieur  à  celui  de  B  et  non  égal,  le  degré 
de  's,i  n'est  donc  pas  nul.  )  Il  suffira  donc  de  cataloguer 
les  solutions  des  équations  (aS)  ou  (26).  Une  telle 
s<^lution  adoptée,  quel  est  le  nombre  des  arbitraires? 
Les  arbitraires  sont  A,  et  les  coefficients  de  F  des  /  et 
des  'i.  On  trouve  donc  pour  (28  )  le  total 

i  -H-  (  m  — ^-M)  — (  Ai-r-i)  -^  (/r,^  r;  -f-. .  .-t-(A„-Hi  j-^(/i„-!-i  ) 

ou 

m  -r-  •>.  —  2  n , 
et  pcjur  (  2/1  )  le  total 

\  -T-  {  m  —  /?  -i-  I  )  -f- 1"  A-]  -4- 1  )  H-  (  A 1  -f-  I )  -4-  .  . .  T-  (  /■„  -i-  I  ) 

on 

m  -i-  -1  -r-  ( in  —  r  ). 

Comme  Ton  a  ■îii'^p  \)ouv  (20)  et  {kii  -  \  ]  -  n 
pour  (24),  le  nombre  d'arbitraires  est  au  |)ln.s  égal 
à  m  -i-  ])-\-'i^  el  il  ne  devient  égal  à  cette  limite  supé- 
rieure que  si  tous  les  h  et  k  sont  égaux  à  1,  et  ;ilois,  si 
p  est  pair,  on  obtient  nécessairemenl  la  loriiic  (  •>,')  ) 
avec    ii=z—,    et    si   p   est    impair   nu  a    la    loiiiic    (  y4  1 

I)  -H  1 
avec  n  = 
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Pour  avoir  le  nombre  minimum  d'arbitraires,  il  faut 
au    contraire    prendre     évidemment    la     forme    (24) 
avec  n  =  i,  '^1  étant  de  degré  p.  de  sorte  que 

A  =  À^Fo,.         J}  =  ^',         C=-Vi=F.         D~~, 

'  k  A 

on  a  une  solution  a\  oc  ni  -\-  3  arbitraires. 

Si  l'on  remarque  que,  avec  la  forme  (28  ),  on  peut 
écrire,  en  vertu  de  (25), 

2/1  =  p—  (fn  —  i)  —  (/ci—i)  —  ..  .—  (/'„  — I ;  —  (/.„  —  I), 

et  que,  avec  la  forme  (28),  on  peut  écrire  de  même 

•/n  _  I  =  /?  — (A-,  — ij  — (/il—  ij  -...  — i7/„_i  -n  —  (/.„ — i), 

on  voit  que,  dans  tous  les  cas,  la  difl'érence  entre  le 
nombre  d'arbitraires  maximum  m-\-p-\-2  et  le  nombre 
d'arbitraires  effectivement  en  jeu  s'obtient  en  retran- 
chant une  unité  du  degré  de  chaque  polynôme  f  ou  s 
et  faisant  la  somme  de  ces  différences.  Ce  résultat  pré- 
cise et  complète  celui  que  j'avais  indiqué  à  la  fin 
du  u"  1. 


G0\C011RS  D  AGREfiATION  DE  IÎM4. 


Composition  de  mécanique. 

Mouvement  d'cnk  bille  dans  une  cuvette.  —  Lne 
biJle  homogène  sphérique  est  abandonnée  sans  vitesses 
initiales  sur  la  surface  intérieure  hémisphérique  d'une 
cuvette  fixe  dont  l'axe  de  symétrie  est  vertical  et  qui 
est  concave  vers  le  haut. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  de  la  bille  sur 
la  cuvette. 

Ann.  de  Matkéniat.,  !{'  série,  t.  \I\.  (Août  1919.)  20 
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On  s'attachera    à  résoudre   les   questions   suivantes 


concernant  ce  mouvement 


\.  On  admettra  dabord  que  la  bille  puisse  être  assi- 
milée à  un  point  matériel  A. 

I  "  On  indiquera  la  nature  de  son  znouvement  quand 
les  corps  en  contact  seront  parfaitement  polis; 

2°  On  considérera  ensuite  le  cas  où  le  coefficient  de 
frottemeniy  de  la  bille  sur  la  cu\ette  n'est  pas  négli- 
geable. On  déterminera  d'abord  la  condition  d'équi- 
libre par  une  position  initiale  déterminée  A^  de  A  (on 
désignera  par  cSq  la  valeur  initiale,  comprise  entre  zéro 

et— j    de  Tanffle  o  de  OA   avec  la   verticale    descen- 

dante  Oz).  Lorsque  cette  condition  n  est  pas  satis- 
faite, le  point  A  se  déplacera  pendant  quelque  temps 
dans  un  sens  déterminé  sur  un  cercle  F.  On  se  bornera, 
pour  le  moment,  à  calculer  l'expression  de  la  vitesse  » 
de  A  en  fonction  de  l'angle  es  pendant  cet  intervalle  de 
temps  T. 

II.  On  résoudra  ensuite  les  mêmes  questions  dans  le 
cas  où  le  rayon  /■  de  la  bille  n'est  pas  négligeable. 

Mais  lorsque  le  frottement  de  glissement  est  appré- 
ciable, on  se  bornera  (en  négligeant  le  frottement  de 
roulement)  au  cas  où  la  bille  roule  sans  glisser  dès 
l'instant  initial.  Montrer  que,  pour  une  position  ini- 
tiale donnée,  Ao,  du  centre  A  de  la  bille,  cette  circons- 
tance se  produit  nécessairement  si  le  coefficient  de 
frottement  /  est  assez  grand.  (On  appellera  dans  ce 
cas  (V  la  vitesse  de  A  et  il  la  vil(^sse  instantanée  de 
rotation  de  la  bille). 

III.  Trouver  une  valeur  approchée  de   -^>  iv  et   c 


étant  calculés  pour  une  même  position  de  OA  très 
voisine  de  la  position  initiale  commune  OAq  et  pour 
une  même  valeur  du  coefficient  y,  quand  le  rayon  /• 
qui  intervient  dans  «v-  est  très  petit. 

IV.  D'une  façon  générale,  comparer  les  résultats 
obtenus  dans  le  paragraphe  1  avec  ceux  que  fournit  le 
paragraphe  II  quand  le  rayon  /•  de  la  bille  tend  vers 
zéro,  les  valeurs  de  'if,  et  de  /  (nulles  ou  non)  restant 
les  mêmes.  On  constatera  que  ces  résultats  sont  dilTé- 
renls  et  l'on  indiquera  en  peu  de  mots  l'origine  de  ce 
paradoxe. 

V.  On  reviendra  au  cas  où  la  bille  est  réduite  à  un 
point  matériel.  Montrer  que,  pendant  l'intervalle  de 
temps  T,  la  vitesse  v  de  la  bille  supposée  rugueuse  est 
inférieure  à  celle  de  V  qu'elle  posséderait  si  elle  était 
polie  quand  elle  passe  au  même  point,  à  partir  de  la 
même  position  initiale  A^. 

VI.  On  poursuivra  ensuite  létude  du  mouvement 
de  la  bille  réduite  à  un  point  matériel  et  l'on  indiquera 
les  diverses  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
suivant  la  valeur  de  /'  et  la  jjosition  de  A,,  (sans  se 
limiter  cette  fois  à  l'intervalle  de  temps  T  où  la  vitesse 
de  A  ne  cliange  pas  de  sens  ). 

\  II.  On  indiquera  en  particulier  ce  qui  se  passe 
quand  la  valeur  '^^  est  prise  égale  à  Sa",  puis  à  (3o°,  le 
C(jefficient  de  frottement  ayant  dans  les  deux  cas  la 
\ aleur  o, -5,  puis  la  valeui-     • 

iVotations.  —  On  a|)peliera  p  le  rayon  intérieur  de 
la  cuvette,  O  son  centre  (tl  m ^-  le  poifis  de  la  bille.  On 
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trouvera    peut-être    commode    de   poser  tan;^^  =  /"  et 
tangO'  =  if. 

SoLLTION 
Par  M.  DE  Sparkk. 

Je  considère  d'abord  le  cas  de  la  bille  assimilée  à  un 
point,  en  réunissant  les  paragraphes  I,  V,  VI  et  \  II. 


Dans  ce  cas,  le  point  A  décrit  un  cercle  vertical  de 
rayon  p,  et,  N  étant  la  pression  du  point,  v  sa  vitesse 
«t  m  sa  masse,  on  a 

1)1  —j-  =  ing  sin  tfl  —  Ny. 
jM  =  nig  coscç  H • 


Comme  d'ailleurs 


d'il 


on  déduit  des  équations  précédentes 


(  3o.   ) 
Mais  si  l'on  pose 

/==tangO, 

cette  équation  peut  s'écrire 

dr-       ''  dr-         p  cosO        ^ 

et,  si  l'on  pose  de  nouveau 

'|==ci  — 0,         /  =  pcosO, 
elle  devient 

'  dr-      -^  dt^        I       ^ 

Cette  équation  (i)  est  celle  du  mouvement  d'un 
]iondule  de  longueur  /  dans  un  milieu  résistant,  la 
résistance  R  étant  proportionnelle  au  carré  de  lu 
vitesse  et  donnée  par  la  formule 

_R__     d^ 

ml  ~-'  dV-  ' 

On  se  trouve  donc  ramené  à  un  problème  connu, 
On  voit  que  le  mouvement  du  point  A  est  celui 
d'un  pendule  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et  pour  lequel  la 
verticale  est  dirigée  suivant  la  droite  oz'  faisant 
avec  oz,  du  côté  du  point  de  départ,  un  angle  9. 
On  conclut  de  cette  remarque  : 

i"  Que  pour  que  le  point  A  se  mette  en.  mouve- 
ment, il  faut  que  l'on  ait 

2"  Que,  si  ce,  est  la  valeur  de  es  à  la  fin  de  la  pre- 
mière oscillation,  comme  on  a  pour  le  pendule  dans  un 
milieu  résistant  •]>(  >>  —  'i;„,  'i/,  étant  la  valeur  corres- 
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pondante  de  'i>,  on  aura 

OU 

Si  le  moiiveinenl  doit  se  continuer  après  la  premièie 
oscillation,  il  faut,  comme  on  sait,  appliquer  à  la 
seconde  oscillation  les  résultais  obtenus  pour  la  pre- 
mière  en   considérant  la  valeur  initiale  comme  étant 

— 'f.. 

On  en  conclut  : 

3"  Que  le  mouvement  ne  pourra  se  continuer  cpie 
si  (5,  est  négatif  et  que  l'on  ait 

En  tenant  compte  de  l'inégalité  (2),  il  ne  pourra 
donc  y  avoir  une  seconde  oscillation  que  si  l'on  a 

?(i  >  3  6. 

Cette  condition  nécessaire  n'est  toutefois  pas  sufli- 
sante. 

De  ce  qui  précède  résulte  aussi  la  réponse  au  para- 
graphe V. 

En  eflet,  la  vitesse  du  mobile  A  est.  dans  le  cas  du 
frottement,  celle  d'un  pendule  dans  un  milieu  résis- 
tant, l'angle  d'écart  initial  étant  ::'OA„:='^o  —  h.  Or 
on  sait  que,  pour  le  mouvement  du  pendule  dans  un 
milieu  résistant,  la  vitesse  est,  pour  une  valeur  donni'e 
•  de  l'écart,  plus  faible  que  dans  le  vide.  On  a  donc 

=  'i.g  Ç)  cos6[cos('^  —  '^)  —  cos(cpu—  0)], 
OU 

c'  <  -2  ^  p  cos-  8  (  cos  cp  —  cos  cp„  ) 

—  "ig  ^  cos 6  sin6(sin9o—  sino). 


(  3o.^  ) 
Donc.  V  étant  la  vitesse  pour  6  =  0,  t 

v-  <  V'-*  crps^O  —  2  <rp  cos6  sinO(  sinou  —  sincp), 

et  par  suite 

c-'<V-^. 

Si  nous  passons  maintenant  au  parat^raphe  \  II,  nous 
remarquerons  d'abord  que  de 


on  déduit 
et  de 

on  déduit 
Donc  si 


on  aura 

si 

on  aura 


langO  =  0,75 

e  =  30"  'rï,  2,         26  =  73° 44',  i. 
Iang6  =  - 

0  =  .>6"33',9,         af)  =  53''7',8. 

Oo=  32°         ei        /  =  0,75, 

oi>  26  —  90  =  4 '"44'.  4  : 


-    /=', 


'f,>2e  — '^0=  2i"7',8; 

's>(,=  10°         et        /=  0,75, 

fi >  2^  —  '-?o=  i3"44'>4i 


et,  dans  ces  trois  cas.  le  point  A  n'atteindra  pas  la  ver- 
ticale, et  le    mouvement  s'arrêtera  à  la  fin  de  la  pro- 
mièi'e  oscillation. 
Si 

tt„  =;  ho"         et        j  =  -, 

l'inégalité  (2;  donnerait 

ri>  2i  —  Ço=  — 6"52',2. 
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Donc,  si  l'on  s'arrêtait  à  celle  condition,  le  mobile 
pcjurrait  atteindre  la  verticale,  mais  le  mouvement 
s'arrêterait  toujoux's  à  la  fin  de  la  première  oscillation, 

car  on  a 

«,„<  36  =  79"ii',7. 

Eu  réalité,  d'ailleurs,  le  mobile  n'atteindra  pas  la 
verticale.  On  peut,  en  effet,  ainsi  qu'on  le  sait  pour  le 
pendule,  obtenir  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (i). 

Il  suffit  pour  cela  de  poser 

elle  devient 

du  .  g   ■    r 

-^-r    —  2  AM  -I-   2  -7  Sin  'i/   =  O. 

^4'  I       ■ 

d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  de  ce  que  a  =  o 
pour  (j;  =  '|o  =  cpo  —  B, 


X  1  cosd'  -T-  ifb\n'l  —  [cos6„-(-  2/sin6yJ  e-2/  4i,-il;)  j , 
Si  l'on  tient  compte  des  relations 

et  si  de  plus  on  pose 

tangO'  =  ïf. 
on  aura 

d^    _    2^0056' 

df^  0  cos  6 

X  [cos(  cp  —  0  —  6')  cos(''j„—  0  —  f)'  I  e-2/^,-3)]. 

Pour  reconnaître  si  dans  le  cas  de  '-ûq  =  (10",/'=-; 
donc    f)  =:  26'',33',g  et  0' =  45°,   le   mobile  al  teint    la 
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verticale,   il  faut  voir  le  signe  de  la  quantité  entre  cro- 
chets dans  l'équation  (3)  pour  'i  =  o. 
Or,  dans  le  cas  actuel, 

0-^6'  =  71  "33',  9,         'î/'fo  —  'fil  =  I  î"i7'^) 

et  Ton  en  déduit 

cos(7i"33',9)  —  cos(i  l'So^g)  e-?«=:  —  0,02756. 

Le  mobile  n'atteint  donc  pas  la  verticale,  mais  il  en 
arrive  assez  près.  Si  l'on  veut  avoir  une  approximation 
de  l'angle  d'écart  final  -i,,  on  aura,  en  négligeant  les 
termes  en  cij  et  tenant  compte  de  ce  que  "i-f  =^  1. 

cos(e  -f-  6'^  -H  «1  î.in(6  -t-  6') 

—  cos(  cpo —  6  —  6')  e^?»(i  -t-  «,  )  =  o  ; 

d  où  Ion  déduit 

cosC'^o —  6  —  0'  )  e-îPo —  cos(  6  -^-  6  ) 

çj     __    ! j 

sin(  0 -1- 6'j  —  cos(  ç),j— 6  —  6')  e-?o 
ou.  en  tenant  compte  des  valeurs  de  0,  8'  et  caj,, 
'i,  =  0,045  56  =  2° 36', 7. 

Revenons  maintenant  aux  paragraphes  II,  III  et  IV 
lorsque  le  rayon  r  de  la  bille  n'est  pas  négligeable. 

D'abord,  si  les  corps  sont  parfaitement  polis,  le 
centre  de  gravité  de  la  sphère  décrit  un  cercle  de 
ravon  0  —  /et  son  mouvement  est  celui  d'un  pendule 
de  longueur  p  —  /•  ;  on  a  par  suite 

rfo-         1.  s: 

-j-  =  '—  I  cos';>  —  cosoo;, 

la  sphère  se  transportant  parallèlement  à  elle-même. 

Si  la  bille  roule  sans  glisser,  le  travail  de  l'adhé- 
rence étant  nul,  le  théorème  des  force>  vives  donne  la 
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relation 

"li  :  —  /■)  —^ nir-il-  =  >(  p  —  /•)/»^(cos-i  —  cosço  )• 

Mais  si  nous  comptons  Q,  comme  es.  positivement 
de  droite  à  gauche,  on  a  pour  exprimer  le  roulement 
sans  glissement 

et  réfjuation  des  forces  vives  devient  par  suite 

'■')  ^  =  r  .  _  ^.(^^Q^?  —  cos'fo). 

Le  mouvement  du  centre  de  la  sphère  est  donc  celui 
d'un  pendule  de  longueur  égale  à 

Pour  rjue  le  roulement  ait  lieu  sans  glissement,  il 
faut  que  ladhérence  soit  suffisante.  Si  l'on  désigne 
par  F  celte  adhérence,  le  mouvement  de  la  sphère 
autour  de  son  centre  de  gravité  donne 


d'où 


-  nir-  —r-  =  V  r. 
)  dt 


7.         clQ  %  d^o 

-  m  r  —r-  = r  »?  (  ;  —  /•  I  — r-^  • 

)  dt  D        •  dt- 


D'ailleurs,  N  étant  la  pression  de  la  sphère,  on  a 
F  =  N/'.         avec        /'^/. 

Mais  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  l.i  sphère 
donne 

M  =  {  S  —  r  )  m  -p-  -^  nn'  coscp, 
dt-  '  ' 


et  l'on  déduit  de  [i  } 


On  a  donc 


2     .        -,  r  lo  1 

-  ,^  sinu  =/   ^  cos'j  -t-  ^  iMcos'f  —  cos'fo  )    , 
doù 


/'  = 


17  COStp  10  COS'JJq 


et  la   condition  pour  qu'il  y  ait  roulement  sans  glis- 
sement 

f'^=f 
donne 

1  sin  o  , 

17  coso  —  10  coscpo 

D'ailleurs,  si  cette  condition  est  remplie  à  l'instant 
initial. .elle  le  sera  pendant  toute  la  suite  du  mouve- 
ment., puisque  le  premier  membre  de  cette  inégalité 
décroit  constamment  avec  s. 

On  a  donc,  pour  que  le  roulement  ait  lieu  sans  glis- 
sement pendant  toute  la  suite  du  mouvement. 

Dans  les  cas  duparagraphe  VII.  comme  pour-^o  =  <)o", 

2                      2  v/3  ,  „  I 

-tangço  =  =  o.  Î9-1  87  <  -, 

le  roulement  aurait  toujours  lieu  sans  glissement. 
On  a  dans  ce  cas 

w^=  {  p  —  ry-  -j^  =  —  g(p  —  r)(cos<D  —  costÇo), 
\      r      /    dr-  7  '^        r^ 
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Nous  avons  d'ailleurs,  en  nous  reportant  à  la  rela- 
tion (2), 

d'il-  cosO' 

■     dr-  *'^cosO 

X  [      cos(cp  —6  —  6') 

—  cos((po— 6  —  e')e-2/i?o-9']. 

Si  l'on  considère  une  position  ^  de  A  très  voisine 
de  A(,,  en  posant  o  =  cp„  —  s  et  négligeant  les  termes 
en  £^,  on  aura 

i>'^=  igp -£[sin(cfo~  fJ  —  (*')  -H  2/cos(y)o—  ^  —  (^'jj, 

on,  comme  tang9'=  2/", 

cos6 

On  a  d'autre  part  dans  les  mêmes  conditions 

10 , 
w^=  — (  p  —  /-j^e  sincpy, 

7 

d'où 

w'^        5  0  —  /■    sinç&ocos6 


c*         7       p        sin((p„  —  6) 

Lorsque  /•  tend  vers  zéro,  ce  rapport  ne  tend  pas 
vers  l'unité,  même  si  0  =  o.  Cela  tient  à  ce  que, 
lorsque  r  tend  vers  zéro,  la  force  vive  de  la  sphère 
autour  de  son  centre,  égale  à 

ne  tend  pas  vers  zéro. 

La  force  vive  totale  de  la  sphère  est  toujours  égale 

à  4  ««  (p  —  '')'TT  '  t^'^<^''s  l*^"^»  pour  la  sphère  assimilée 
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à  un  point  matériel,  elle  est  mo'-^t  et  ces  deux  quan- 
tités ne  deviennent  pas  égales  pour  /'=  o. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  la  sphère  roule  et 
glisse  en  même  temps,  on  peut  encore  obtenir  une 
intégrale  première  pour  le  mouvement  de  son  centre 
de  gravité. 

On  a  en  eiret.  en  désignant  par  F  la  force  de  frot- 
tement, 

ni-r-  ——  m(p  —  r)  -—  =  /«^  sin  '^  —  v , 

d(D- 

(5)  N^z/îf;  —  /•) -r^ -;- m^  coso. 

'  at- 

D'ailleurs,  puisque  ion  suppose  qu'il  v  a  glis- 
sement, 

P  =  »/, 
et  par  suite 

ou,  en  posant  /=  tangO,  -ii  =  '^  —  f|, 

.    ^  d'^'\       ,.dY'  g  .    . 

'  '  df'        ■'  dti         (p  —  /-icosO 

ce  qui  est  l'équation  (  \)  où  ^  =  (p  —  r)cos^. 


(')   On  doit  remar(|uer  d'aillears  que   pour   qu'il  y   ail,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  roulement  sans  glissement,  il  faut 

tang»,  ^-  tangO  ; 


on  ne  peut  donc  pas,  dans  cette  hypothèse,  faire  6  =  0. 
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l'oiir  qu'il  y  ait  glissement,  il  faut  que  Ion  ait 

ou,  en  difTérentiant, 

do.  d"-  ■:, 

<>)  '■777<-«?--)777r- 

D'ailleurs  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son 
centre  de  gravité  doane 

'i.         do.        ,-        »    ,. 
(9)  .,..^  =  1-=A./. 

En  tenant  par  suite  compte  de  (5), (6)  et(  g),  l'inéga- 
lité donne 

2  r    .  ..  ^d-i"- 1 

<-\g  sin  o  —  ^/cos<p  -  (  p  —  r  )/^  1 

ou 

"     r  do-  H        2 

t''  I    '  a/-  ^  J        3 

Mais  la  valeur  de  -7^  se  déduit  de  la  relation  (3)  où 
l'on  remplacera  p  par  c  —  /■;  on  a  donc 

d^'-  ig  cosO' 

^  "  *  'dF  ~'  (  p  —  /  )  cosO 

X  [      cosCcp   —  0  —  6') 

—  cos('^„— 0  —  0')e-2/?o-?)], 

de  sorte  que  la  condition  (10)  devient  en  lin  de  compte 

(i7.  )     /{COSC6H s- r      cos(9   —  0 H) 

^  -^  (         '  cos6    '  '  I 

-h  cos  (  c?„  —  0  —  0'  )  e-2/(?o  -?'  )  I 

<    -  SMICD. 
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Pour  que  cette  condition  soit  remplie  au  début,  il 
faut  que 

/<  ^laiiii'f,,. 

condition  inverse,  ainsi  que  cela  devait  être,  de  celle 
qui  exprime  qu'il  y  a  roulement  sans  glissement  au 
début. 

On  remarquera  que  si  le  point  A  passe  par  la  verti- 
cale, la  condition  (12)  ne  peut  jamais  être  remplie  à 
ce  moment  où  '.5  =  0. 

Pour  /•  égal  h  zéro,  léijuation  ('])  coïncide  avec 
léquatiun  (3). 


soLl]rlO^'s  de  oiiestio\'s  proposées- 


2331. 
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l'i(r  un  point  O  commun  à  deux  cercles  orthogonaux, 
on  mène  une  droite  variable  qui  coupe  ces  deux  cercles  en 
A  et  B.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  conjugué  harmo- 
nique de  O  par  rapport  à  AB  est  une  strophoïde. 

(J.   Lkmairk.) 

Solution 
Par  M.  !..  Maloue. 

On  reconnaît  immédialemeut  que  le  lieu  est  une  cubique 
unicursale  C,  ayant  en  O  un  point  double  où  les  tangentes 
s  Mit  les  tangentes  aux  deu\  cercles,  tangentes  rectangulaires 
par  bypothèse.  Pour  que  le  point  M,  conjugué  de  O  par 
rapport  à  A  et  B  soit  rejeté  à  l'infini,  il  faut,  ou  bien  que  O 


soil  le  milieu  de  AB,  ce  qui  ne  se  produit  que  pour  une  seule 
direction  de  OM,  ou  bien  que  les  points  A  et  B  soient  rejetés 
tous  les  deux  à  l'infini,  ce  qui  exige  que  OM  soit  une  droite 
isotrope.  On  trouve  bien  pour  (^  toutes  les  propriétés  qui 
carartériient  une  strophoùle. 

2333. 
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Par  les  sommets  d'an  triangle^  l' orthocentre  et  les  pieds 
des  hauteurs  passent  une  infinité  de  cubiques  circulaires  : 
démontrer  que  le  point  commun  à  la  courbe  et  à  son 
asymptote  réelle  et  le  foyer  singulier  sont  deux  points 
diamétrale  me  nt  opposés  sur  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle.  (  J.  Lemaire.) 

Solution 
Par  M.  li.  B. 

Soient  A,  B,  C  les  soniniels  du  triangle,  H  son  orlho- 
centre,  a,  3,  ■;  les  pieds  des  hauteurs,  I  et  J  les  points  cy- 
cliques. On  trouve  imniédialeinent  des  cubiques  dégénérées 
passant  par  ces  neuf  points  :  par  exemple  celle  qui  se  compose 
du  cercle  By  pC  et  de  la  droite  AH  a,  celle  qui  se  compose  du 
cercle  Ca  yA  et  de  la  droite  BHp  (il  y  a  en  tout  six  cubiques 
dégénérées  analogues).  Ces  deux  cubiques  déterminent  un 
faisceau  ayant  pour  base  les  neuf  points  dont  il  s'agit. 

Une  cubique  G  du  faisceau  sera  déterminée  si  Ion  donne 
sa  tangente  en  I.  La  tangente  en  J  est  alors  déterminée  d'une 
façon  unique,  et  réciproquement.  Ces  deux  tangentes  se  ren- 
contrent au  foyer  singulier  F  de  la  courbe  qui  décrit  par 
conséquent  une  conique  passant  en  !  et  J,  c'est-à-dire  un 
cercle.  Ce  cercle  passe  par  les  foyers  singuliers  des  cubiques 
dégénérées  envisagées  plus  haut,  c'est-à-dire  par  les  centres 
des  cercles  tels  que  Bv  |îG,  c'est-à-dire  encore  par  les  milieux 
des  segments  tels  que  BC.  On  voit  bien  que  F  décrit  le  cercle 
des  neuf  points  F  du  triangle  ABC. 

Il  est  maintenant  commode  d'introduire  des  arguments 
elliptiques.  Supposons  exprimées  les  coordonnées  d'un  point 
de  G  en  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre;  soient  atO], 
2a>2    et    2w,3    les    périodes    communes    des    fonctions    intn>- 
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duiles  (to, -i- wj  4- 0J3  =  o).  et  supposons  la  répréseiitatiôh 
telle  que  les  arguments  u,  t»,  w  de  trois  points  en  ligne  droite 
satisfassent  à  la  condition 

;t  -H  t'  ^-  w  =  o  (à  une  période  près). 

Si  l'on  désigne  par  les  mêmes  lettres  les  points  et  les  para- 
mètres correspondants,  on  devra  avoir,  à  des  périodes 
près, 

B-f-C-^a  =  o,         C-hA-h^  =  o,         A-i-G-f-Y  =  o. 
A-i-H-f-a  =  o,         B-HH-t-8  =  o,         G-i-H-hy  =  o, 

d'où,  par  élimination  de  H,  a,  !i  et  y, 

B^C-A  =  G-t-Â  —  B  =  A--B  —  G 

et  enfin 

A  =  B  =  G, 

ces  congruences  ayant  lieu  à  des  demi-périodes  près.  On 
trouve  finalement  que  l'on  satisfait  à  toutes  les  conditions 
écrites  en  posant,  H  ayant  une  valeur  quelconque, 

A  =  H-r-Wi,  B:^H-f-W.2,  G  =  H  +  a)3, 

2  =  2H-1-t0i,  S  =  —  2H-;-  (Jûj,  Y  =  —  2  H  -1-  0)5. 

Quant  à  I  et  J,  ils  doivent  satisfaire  à  la  relation  suivante, 
exprimant  que  les  neuf  points  A,  B,  G,  H,  a,  p,  y,  !>  J  sont 
les  bases  d'un  faisceau  de  cubiques, 

A-(-B-HG-+-lI-Ha-i-^-HY-<-I  +  J=o, 

ce  qui  se  réduit  à 

1  + J  =  2II. 

On  tire  de  là  diverses  conséquences. 
1°  Soit  M  le  point  à  l'infini  réel  de  la  cubique.  On  a 
M -i- I -T- J  =  o.         ou         M  =  — 2H, 

et  l'on  en  conclut  que  le  point  M  appartient  à  la  tangente  à  G 
en  l'un  quelconque  des  points  A,  B,  G,  H.  Autrement  dit,  ces 

Ann.  de  Mathéniat.,  4*  série,  t.  XIX.  (Août  1919.)  "^k 
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tangentes  sont  toutes  les  quatre  parallèles  à  V asymptote 
réelle  de  la  cubique. 

■3,"  Soit  P  le  point  oij  cette  asymptote  réelle,  c'est-à-dire  la 
tangente  en  M,  rencontre  G.  On  a 

P  =  —  2  M  =  4  H  -  _  .i  a  =  —  2  p  =  —  2  Y- 

Donc  le  point  P  appartient  à  la  tangente  à  G  en  chacun 
des  points  a,  p,  y 

3°  On  voit  encore  que  l'on  a 

P-f-a+p  +  y-l-I+J  =o, 
car  cela  se  réduit  à 

4H  — 6H  +  iH  =o. 

Le  point  P  est  donc  sur  la  conique  OL^-[\i ,  c'est-à-dire 
sur  le  cercle  de?!  neuf  points  T,  comme  il  est  indiqué  dans 
l'énoncé. 

Reste  à  démontrer  la  relation  remarquable  signalée  entre 
les  points  P  et  F.  Or  la  connaissance  de  P  sur  F  détermine  G 
et  par  suite  F  d'une  façon  unique.  De  même  F  détermine  G. 
Il  y  a  donc  entre  ces  deux  points  une  correspondance  homo- 
graphique  sur  F.  !0r  si  F  vient  au  milieu  de  BC,  G  dégé- 
nère, comme  on  l'a  vu,  en  le  cercle  By  pC  et  en  la  droite  AHa, 
et  P  devient  le  point  de  rencontre  de  AH  avec  la  tangente 
en  Y  ou  p  au  cercle  By  PG.  Ce  point  est  le  milieu  de  AH, 
comme  on  le  reconnaît  tout  de  suite,  c'est-à-dire  le  point 
diamétralement  opposé  à  F  sur  F.  On  trouve  de  même  comme 
points  correspondants  de  l'homographie  le  milieu  de  CA  et 
le  milieu  de  BH,  le  milieu  de  AB  et  le  milieu  de  CH,  soit 
encore  des  couples  de  points  diamétralement  opposés  sur  F. 
L'homographie  envisagée  se  confond  donc  nécessairement 
avec  celle  qui  résulte  de  la  conjugaison  des  points  diamétra- 
lement opposés  sur  F,  ce  qui  démontre  la  dernière  partie  de 
l'énoncé. 

2335. 

(1917,  p.   437.) 

Démontrer  que  si  une  sphère  variable  passe  en  quatre 
points  fixes  d'une   biquadratique  gauche  qui  sont  situés 
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dans  un  même  plan,  les  quatre  autres  points  communs  à 
la  sphère  et  à  cette  courbe  sont  dans  un  même  plan  de 
direction  fixe.  (J.  Lemaire.) 

Solution 

Far  M.  L.  Maloue. 

Soient  P  et  Q  deux  quadriques  passant  par  la  biquadra- 
tique  gauche  donnée  B,  S  la  sphère  variable,  A  le  plan  qui 
contient  les  quatre  points  fixes.  P,  Q,  S  se  coupent  en  huit 
points  formant  un  système  de  Lamé.  Quatre  de  ces  points 
étant  dans  le  plan  A,  les  quatre  autres  sont  dans  un  plan  B. 
Les  -jz-  quadriques  qui  passent  par  les  huit  points  forment  un 
réseau  ponctuel,  et  il  en  est  de  même  des  coniques,  traces 
de  ces  quadriques  sur  un  plan  quelconque.  Si  donc/?,  q,  s,  a,  b 
sont  les  coniques  ou  droites  à  l'infini  respectivement  de  P,  Q, 
S,  A,  B  ("S  est  l'ombicale),  a  et  b  constituent  dans  leur 
ensemble  une  des  coniques  réduites  à  deux  droites  du  réseau 
ponctuel  déterminé  par  P,  Q,  S.  Quand  la  sphère  varie  dans  les 
conditions  de  l'énoncé,  p,  q,  s  et  a  restent  fixes.  II  en  est 
donc  de  même  de  6,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

2336. 

'  1917  1,  p.  438.  ) 

Soient  a,  ^,  y,  5  quatre  tangentes  d'une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussenicnts^  P  le  point  commun  aux  deux  pre- 
mières, Q  le  point  commun  aux  deux  autres  :  démontrer 
que  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites  est 
symétrique^  par  rapport  au  milieu  de  PQ,  du  point  com- 
mun aux  troisièmes  tangentes  à  l' hypocycloïde  issues 
de  V  et  de  O.  (J.  Lemaire.) 

2337. 

M9n.    p.  438.) 

Si  Von  joint  le  foyer  dune  parabole  aux  six  sommets 
d'un  quadrilatère  circonscrit,  la  parallèle  menée  par 
chaque  sommet  à  la  droite  joignant  le  foyer  au  sommet 
opposé  touche  V hypocycloïde  à  trois  rebroussements  inscrite 
au  quadrilatère,  (J,  Lemaire.) 
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2338. 

(1917,    p.    4S8.  ) 

Si  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  hypocycloïde 
à  trois  rebroussements,  les  troisièmes  tangentes  à  cette 
courbe  issues  de  chacun  des  couples  de  sommets  opposés 
se  coupent  sur  une  même  tangente  qui  est  parallèle  à  l'axe 
de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère. 

(J.  Lemaibe.) 

Solutions 
Par  M.  R.  B. 

Toutes  ces  propositions  peuvent  être  rattachées  à  une  même 
propriété  des  cubiques  nodales,  que  nous  établirons  tout 
(l'abord. 

Toutes  les  cubiques  ayant  un  point  double  donné  0 
dépendent  linéairement  de  six  paramètres.  Celles  qui  passent 
par  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E  forment  un  faisceau,  et 
l'on  reconnaît  immédiatement  que  leurs  tangentes  au  point 
double  O  sont  conjuguées  dans  une  involution. 

Supposons  en  particulier  que  les  points  A  B,  G  soient  en 
ligne  droite.  Soit  G  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  points  A, 
B,  D,  E,  O.  Si  les  tangentes  au  point  double  O  à  l'une  quel- 
conque des  cubiques  du  faisceau  rencontrent  G  aux  points  M 
et  N,  il  résuite  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  MN  passe  par 
un  point  fixe  quand  la  cubique  varie. 

Or,  parmi  ces  cubiques,  il  en  est  une  qui  se  compose  des 
trois  droites  ABC,  OD,  OE.  Pour  cette  cubique,  MN  se  con- 
fond avec  DE.  Une  autre  cubique  se  compose  de  la  conique  G 
et  de  la  droite  OC.  Pour  cette  seconde  cubique,  MN  se  confond 
avec  OC.  Le  point  fixe  par  lequel  passe  MN  est  donc  le  point 
de  rencontre  de  OC  avec  UE. 

On  peut  énoncer  comme  il  suit  le  résultat  obtenul  :  Soient 
r  une  cubique  ayant  un  point  double  en  O,  A,  B,  C,  D  les 
quatre  points  autres  que  0  où  la  rencontre  une  conique  G 
passant  en  O,  M  et  N  les  points  où  les  tangentes  à  Y  en  O 
rencontrent  G.  Le  point  O,  le  point  de  rencontre  de  MN  ai'cc 
DE  et  le  troisième  point  C  où  AB  rencontre  Y  sont  en  ligne 
droite. 
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Enonçons  maintenant  la  propriété  corrélative,  en  sup- 
posant qu'au  point  O  corresponde  la  droite  de  l'infini,  aux 
droites  OM  et  ON  les  points  cycliques.  F  devient  une  courbe 
de  troisième  classe  ayant  pour  bitangente  la  droite  de  l'infini 
avec  les  points  cycliques  pour  point  de  contact  c'est-à-dire 
une  H3  (hypocycloide  à  trois  rebroussements).  Q  devient  une 
parabole,  MN  le  foyer  de  cette  parabole,  A,  B,  D,  E,  les 
quatre  tangentes  communes  à  F  et  à  G,  C  la  troisième  tan- 
gente issue  à  F  du  point  de  rencontre  de  A  et  B.  Le  point  de 
rencontre  de  MN  avec  DE  devient  la  droite  qui  joint  le  foyer 
de  G  au  point  de  rencontre  de  D  et  E.  Ces  deux,  droites  et  la 
droite  O  doivent  concourir,  c'est-à-dire  que  les  deux 
premières  sont  parallèles.  On  aboutit  donc  à  ceci  : 

Lorsqu'un  quadrilatère  est  circonscrit  à  la  fois  à  une 
parabole  et  à  une  H3,  la  troisième  tangente  à  la  H3  issue 
d'un  sommet  de  ce  quadrilatère  et  la  droite  qui  joint  le 
sommet  opposé  au  foyer  de  la  parabole  sont  parallèles. 

C'est  la  proposition  2337. 

Adoptons  maintenant  les  notations  de  l'énoncé  2336.  Soit  F 
le  foyer  de  la  parabole.  FP,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
est  parallèle  à  la  troisième  tangente  issue  de  Q;  FQ  est  paral- 
lèle à  la  troisième  tangente  issue  de  P.  La  proposition  énoncée 
en  résulte  immédiatement. 

t.es  tangentes  en  P  et  Q  et  les  deux  autres  couples  de  tan- 
gentes analogues  se  coupent  sur  une  droite  A  qui  passe  par 
les  symétriques  de  F  par  rapport  au  milieu  des  diagonales 
du  quadrilatère  et  qui  est  par  conséquent  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  ces  milieux.  Or  cette  dernière  droite,  lieu  des  centres 
des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère,  contient  le  centre 
de  la  parabole,  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  de  son  axe. 
A  est  donc  parallèle  à  cet  axe,  ce  qui  démontre  partiellement 
la  proposition  2338. 

Pour  achever  la  démonstration,  il  faut  établir  que  A  touche 
la  H3.  Or  c'est  là  une  propriété  générale  des  courbes  de  troi- 
sième classe.  Etablissons  la  propriété  corrélative  pour  les 
courbes  de  troisième  ordre. 

Soient  A,  B,  G,  D  quatre  points  d'une  oourbe  de  troisième 
ordre  F;  (  AB),  (CD),  . .  .  le.s  troisièmes  points  oii  AB,  CD,  .  .  . 
rencontrent  F;  je  dis  que  les  trois  droites  (AB)(CD), 
(AGj(BD),  (AD;  (BGj  rencontrent  F  en  un  même  point. 
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Supposons,  pour  nous  placer  dans  le  cas  le  plus  général, 
que  r  soit  de  genre  uii^  et  introduisons  des  arguments  ellip- 
tiques, tellement  choisis  que  la  somme  des  arguments  de  trois 
points  en  ligne  droite  soit  nulle. 

Désignons  les  points  et  leurs  arguments  par  les  mêmes 
lettres.  On  aura 

(AB)=  — A  — B,         (CD)=    -G  — D. 
Si  P  est  le  troisième  point  où  (AB)(GD)  rencontre  F,  on  a 

P  =  —  (AB)  — (GD)  =  A  +  B  +  C-4-  D. 

On  voit,  à  cause  de  la  symétrie  de  l'expression  de  P,  que 
les  droites  (AC)(BD)  et  (AD)(BG)  passent  aussi  par  le 
point  P,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  r  est  unicursale,  on  fera  une  démonstration  semblable 
en  introduisant  le  paramètre  en  fonction  duquel  s'expriment 
rationnellement  les  coordonnées  d'un  point  de  F. 

2339. 

1917,  p.  438. 

Si  cinq  droites  a,  ^,  y,  ô,  £  touchent  une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements,  les  acres  des  cinq  paraboles  tan- 
gentes respectivement  à  quatre  de  ces  droites  forment  un 
pentagone  qui  a  ses  angles  égaux  à  ceux  du  pentagone 
formé  par  les  cinq  droites.  (J.   Lemaire.) 

Solution. 
Par  M.  R.  B. 

Je  m'appuierai  sur  ce  théorème  de  M.  G.  Humbert  :  L'orien- 
tation du  système  des  trois  tangentes  que  l'on  peut  mener 
d'un  point  quelconque  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
se ments  {c'est- h -dire  la  somme  des  angles,  définie  à  tt  près, 
que  font  ces  trois  tangentes  avec  un  axe  fixe  )  est  constante  (  i  ). 


(')   Voir  le  Mémoire  de  [M.  J.  Lemaire,  Sur  Vhypocycloïde  à 
trois  rebroussements  (N.  A.   kjio,   p.  54) 
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On  peut  choisir  l'axe  fixe  de  telle  manière  que  cette  orien- 
tation soit   nulle. 

Dans  ce  qui  suit  je  désignerai  par  [X]  l'orientation  d'une 
droite  X. 

Soient  alors  F^  le  foyer  de  la  parabole  P^,  qui  touche  les 
quatre  droites  3,  y,  o,  e,  et  Xa  son  axe.  La  droite  qui  joint 
le  point  de  rencontre  (oe)  des  droites  o  et  e  au  point  F^  et  la 
droite  X^  sont,  en  vertu  du  théorème  de  Porcelet  appliqué  à  la 
parabole,  également  inclinées  sur  les  droites  8  et  t.  Cela  revient 
à  dire  que  les  deux  isystèmes  de  droites  (8s)  Fa  et  X-x,  o  et  £ 
ont  même  orientation  : 

[(Ô£)Fal+:[X,J   =   [0]H-[£]. 

D'autre  part  on  sait  {voir  la  question  2337)  que  (os)  F^ 
est  parallèle  à  la  troisième  tangente  issue  du  point  (py)  ^ 
rhypocycloïde.  On  a  donc,  en  vertu  du  théorème  de 
M.  Hurabert, 

[(Se)F^]  +  [P]  +  [7]  =  o. 

On  tire  de  ces  deux  relations 

[X«J  =  [p]  +  [YH-f8]  +  [s]. 

De  cette  relation  et  des  relations  analogues  on  tire 

[Xa]  +  [a]  =  [Xp]  +  [?]=...  =  [X,]  +  [s]. 

Les  droites  X^,  Xa,  .  . .  d'une  part  et  les  droites  a,  p,  ... 
de  l'autre  sont  donc  également  inclinées,  en  sens  contraires, 
sur  une  même  droite,  ce  qui  établit  la  proposition, 

2341. 

;(1917,  p.  438.) 

Si  quatre  tangentes  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements  forment  un*  quadrilatère  inscriptible  dans  un 
cercle^  la  troisième  diagonale  touche  la  courbe  en  un 
point  M;  démontrer  que  le  foyer  de  la  parabole  tangente 
aux  quatre  droites  est  sur  la  troisième  diagonale^  et  que 
cette  diagonale  et  FM  ont  le  même  milieu. 

(J.  Lemaire.) 


(    320    ) 

Solution. 
Par  M.  R.  B. 

Soient  ABCD  un  quadrilatère  inscriptible,  E  le  point  de 
rencontre  de  AB  et  de  CD,  G  le  point  de  rencontre  de  AG  et 
de  BD.  On  reconnaît  aisément,  par  des  considérations 
d'angles,  que  les  cercles  AGh!  et  DGG,  par  exemple  se  coupent 
en  un  point  F  de  EG.  F  est  le  foyer  de  la  parabole  inscrite  au 
quadrilatère. 

D'après  la  propriété  qui  fait  l'objet  de  la  question  2337,  la 
troisième  tangente  issue  de  E  à  l'hypocycloïde  est  parallèle  à 
FG,  et  la  troisième  tangente  issue  de  G  est  parallèle  à  FE. 
Ges  deux  tangentes  se  confondent  donc  avec  EG.  F^eur  point 
de  rencontre  doit  être  considéré  comme  le  point  de  contact  M, 
et  la  figure  FGME  formant  un  parallélogramme,  la  pro- 
position est  démontrée  (pour  abréger,  on  esquisse  un  raison- 
nement que  l'on  rendrait  rigoureux  en  considérant  d'abord 
la  parabole  et  l'hypocycloïde  inscrite  au  quadrilatère  qui 
dérive  du  quadrilatère  considéré  en  faisant  un  peu  tourner 
le  côté  EGD  autour  du  point  E,  et  en  passant  à  la  limite). 
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[A3aa] 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  FONDAMENTAL 
DE   LA  THÉORIE   DES  ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES; 

Par   m.  Léon-  POMKY, 
Ingénieur  dos  .ManufaiMures  de  l'Klat. 


Toute  équation  algébrique  entière  J\z-)  =  o  de 
degré  n  a  n  racines. 

Démonstration.  —  On  sait  qu'il  fxisLe,  dans  le 
plan  de  la  variable  complexe  z  =^  x  -\-  i)\  une  circon- 
férence avant  son  centre  à  1  origine,  de  rayon  fini  mais 
assez  grand  pour  que,  à  l'intérieur  de  cette  circonfé- 
rence ou  sur  elle,  \f{z  )|  soit  supérieur  à  un  nombre 
positif  choisi  arbitrairement  \.  Quand  z  ne  sort  pas 
de  ce  cercle,  |./(^l|  étant  une  fonction  continue  de  x 
et  r  dans  ce  domaine  borné  et  complet  admet  un 
uiinimum  m  {  m  <i^)  •'!-  1  atteint  elleclivement  en  un 
point  déterminé  a  (évidemment  inléri<'ur  au   cercle). 

Cela  posé,  le  théorème  étant  vrai  pour  le  degré  i ,  il 
>era  démontré  d'une  manière  générale  si,  le  supposant 
vrai  pour  le  degré  /i —  i,  on  prouve  qu'il  l'est  encore 
pour  le  dt^gré  n.  Et  il  suffit  pour  cela  de  démontrer 
(fue^s  dans  cette  hypothèse.,  le  minimum  de  |/(:^)|  est 
nécessairement  nul  :  dans  ce  cas,  en  eircl.y'i  z  )  s'annu- 
lera pour  r  =  «,  ç\  en  divisant  y (  :;)  par  :;  —  rt,  on 
leLoudîera  sur  une  équation  de  degré  n  —  i. 

()r   supposons    m    ou    |/'(a)|>-o.    Le    quotient    de 

Anii.  rie  Mathémnl.,  4°  série,  t.  XIX.  (Septembre  igi»).)       '■^-'^ 
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/(:■) — ficf)  |>i<i"  3  —  a  étant  de  dei;rf''  /?,  -  •  a  par 
liyjiotlièse  /i —  )  zéro  :  af.  a.,.  ...,  (f,i-\-  Donr 
f'{~-)  — ,/(  a)  =  o  possède  /i  racines  :  «,  <^/,,  «o,  —  rt«_i- 
Soient  «T  lune  quelconque  d'enlic  elles  et  /.  son 
ordi-e  de  nndtiplieité.  On  a 

/('«/;,)=/(«!   et    \f(cf,,)\~\f((/)\  =  in. 

Il  est  évideni  a  f/iori  qu'on  peut  (  })ar  simple  ealcid 
didentification )  déterminer  des  coefTicients  <?>,..., c„ 
|cx  ^o,  et  c,i  étant  le  coefficient  de  z,i  dixnsf{z)\  de 
façon  que 

(  \  )     fi  z)  —fia,;)  -~ci(z  —  a,,)''-~.  .  .-^  c„(z  —  a,,)". 

Mettons  en  évidence  les  parties  réelle  et  imaginaire 
des  divers  éléments  de  (  i  )  en  posanl  : 

/■(^  )  =  I* -r- /Q,       a,,  =  a-f-i^,       f(ap)=/(a)—Vo  —  iO„. 
c>-  =  A).-f-/B),,...,         Cn  =  \„  -h/B„. 
(  z  —  a,,  )'>■  =  [T  —  cc  +  i(j-H  )  ]'>■ 
=  ï\^iQ),,...,{z~a/.)"  =  P„^-/Q.,. 

\*  et  O  sont  deux  polynômes  de  degré  n  en  x  et  t; 
<  l^>,i    ^v^À  !•  •••'    (  f*;/'    Q«  )    des    polynômes  homogènes 

de  degré  ) n  en  x  —  a  et   y — [ii  ;  enfin  Pq?  Qo: 

\),  B),  ...,  A„,  B„  des  conslanlo.  Dans  ces  condi- 
tions. (  I  )  devient 

(2;        P  +  iq  =  Po  -+-  jQ  --  (A-,  H-  /B>j( Px  ^  «Q>.  )  -^  . . 

-4-rA;, --/B„)(P„-i-tQ„). 

Changeons  /'  en  —  /  et  multiplions  membre  à  mendjie 
l'égalité  ainsi  obtenue  avec  la  précédente:  il  vient 

,'  3  ,  I >-2  ^  0^  =  Pr,  -f-  Qii  +  2 (  A>,  P.,  +  B). Qo  )  P). 

-+-o(AxQo-B>P„)0>  -i-.... 
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Il  esl  \imI)I!'  que  tous  les  tonnes  ikui  rcrils  S(»nl  d<' 
degré  plus  i>i-aiid  que  A  par  rappurt  à  x  — ■  a  et  r  —  [ïi  '• 
d'autre  part  A).  1% -[- B).  Qo  ^t  A>.  Qo  ^  ^>.  ^\  "<"  ^*'"' 
pas  nuls  ensemble,  puisque  Af-i-B-j.  c"est-à-dire  c> 
est  différent  de  zéro,  ainsi  que  l^- -I- (  )^  =r  |y(  «  )  |- : 
il  résulte  de  là  quo.  c^a/i5  Ze  développement  de 
P2  _|_  Q2  _  (p2  ^Q2  )  Q^^  ^/g  i/(-)r-  —  "'-'  ^''^  termes 
du  des  ré  minimum  en  x  —  a  et  y  — ^  j  sontd"  deQié  '/. 
(voir  Note  I). 

Faisons  \arier  maintenant  ;  an  \oisinai;e  «le  a.  in;ii> 


de  façon  que r  eonserve  une  \aleiir  finie  arhiltaire  /; 

(3)  peut  s'écrire  alors 

(4)  \f(z)\^-m-^ 

les  constantes  IJ), ^n  étant   des   polynômes  en   / 

(Dx^o).  On  peut  supposer  en  outre  les  module^ 
de  X  —  a  cl  y —  |ii  suflisammeut  petits  pour  que  j /t;;)]- 
reste  supérieur  à  w^,  et  pour  qu'eu  même  temps  D} 
soit  supérieur  en  module  à  la  siunme  des  termes  (jui  le 
suivent  à  l'intérieur  du  crocliet.  au  second  membre 
de  (4)l  Is  signe  du  second  nîi-mbre  de  (4»  P^t  ;dor> 
celui  de  D).  (y —  ,3  ))  :  il  doit  rester  invariable  comme 
celui  du  |)remier  membi-e,  même  A  y —  S  chanire  de 
signe;  il  faut  donc  que  a  soit  j)aii-. 

Ainsi  toute  racine  ctp  de  fi  z  )  — /(V<  )  =  o  eut  mul- 
tiple d' ordre  pair  [voir  Note  il  i.  Mais  cela  est  mani- 
festement impossible  dans  le  cas  où  n  est  im],)air.  \a 
dans  le  cas  de  n  pair,  la   lliéorie  de  la  division  pernui 

d'écrire  <  en  appelant   v/Ao-   >-\p :^  A/,  )  le^  ordres  de 

multiplicité  d<'S  racines  distinctes  a.  a  p —  a  h 

/(  z  )  — /(  a  t  =  r„  '.  z  —  'f  '-'"'  (  -  -    a,,  )2>/'  ..  Az  ~-  a/,  r^''-''  : 
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le  second  membre  est  le  cain-é  diin  polynôme  g{:-)  de 
deffré  -:  d'où 

^  2 

f{z)  admettrait  donc  les  —  racines  de  chacun  des  deux 
facteurs  ainsi  mis  en  évidence,  et  le  minimum  de  |y^(s>| 
serait  nul,  contrairement  à  rhypothèse. 

Parconséquent.  de  toutes  façons,  l'hypothèse  faite 
conduit  à  une  impossibilité.  Donc  il  est  bien  nécessaire 
que  771  soit  nul.  c.  o.  f.  d 

lYote  I.  —  La  présente  démonstration  du  théorème 
de  d'Alembert  (^dans  laquelle  il  n'est  pas  fait  usaiic  d<> 
représentation  trigonométrique  des  imaginaires)  perfec- 
tionne, en  la  simplifiant  notablement,  une  autre  analyse 
publiée  dans  cette  Revue  en  mars  1916.  Dans  cette 
dernière,  le  résultat  auquel  on  yieni  d  aijoutir  cï-dessus 
était  obtenu,  à  la  page-  100,  comme  conséquence  du 
fait  que  /(:;)  est  une  fonction  s^nectiquc,  et  en  uti- 
lisant la  formule  de  Taylor  pour  le  dévelop{)ement  (  1  ) 
(^ alors  qu'ici  la  forme  même  des  c^  n'est  pas  intervenue, 
mais  seulement  la  possibilité,  évidente  a  prioi'i,  d'eflcc- 
tuerce  développement).  C'est  à  M.  E gan  {de  Ditbli/ï) 
qu^est  due  la  /•e777a7'cjue  cpron  peut  évifei-  les  consi- 
dérations sur  les  fonctions  svnectiques. 

JSote.  II  —  Tout  ceci  s'étend  immédiatement  à  loulc 
fonction  analytique  /"(  5  ).  D'où  ce  théorème  :  Si  le 
modale  d'a/ie  fonclioii  analytique f(z)  altei/it  en 
an  point  a  an  mi7iimuni  \f{a)\  non  nul,f{z-)  —  f[a) 
et  |/(^)j-  —  |/(<^)|"  ^'^^  ^^  77iênie  oindre  aa  poi7\t  a. 
et pa7' suite  a  est  une  raci/ie  77iulliple  d'oidre  pai/- 
pou7' f  (  z) — /(rt). 
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[K'7a] 


SUU  LE  RAPPORT  A\HARMO\IQlIË  ; 

Par  m.  AURIC. 


Dans  ses  remarquables  Principes  de  Géométrie 
analytique.,  Darboux  n'a  pas  hésité  à  consacrer  un 
Cliapitre  entier  (p.  33  à  oi  )  à  Télude  détaillée  du  rap- 
port aniiarmonique,  voulant  montrer  par  là  Timpor- 
lance  du  rôle  que  cette  notion  fondamentale  était 
appelée  à  jouer  en  Mathématiques. 

Considérons,  avec  Darboux,  le  cas  général  où  a,  ^, 
Y,  ô  sont  des  quantités  quelconques,  réelles  ou  imagi- 
naires, et  nosons 

Y.P-T 


R(^,!3,T,5)  = 


? 


On  démontre  aisément  que,  par  la  permutation  des 
éléments.  R  peut  prendre  24  valeurs,  égales  entre  elles 
par  groupes  de  quatre  :  si  ).  est  la  valeur  commune  à 
un  groupe,  les  autres  valeurs  de  R  sont  : 


'-'•■  -  .  .  -     ;, 


On   voit  également  que  R    est  bien    déterminé,   saut 
dans  l'hypothèse  où  trois  éléments  coïncident. 

J^es    six    valeurs    de   R   se  réduisent    à    un  nombre 
moindre  dans  les  cas  suivants  : 

1°  Deux  éléments  coïncident,   ce  qui    donne    pour 

les  valeurs  de  R 

o,     I,     00; 

2°  Les  éléments  forment  une  relation  harmonique. 
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auquel  cas  les  valeurs  sonl 


—  1 .     -     et     }.  : 
1 


.')"  Les  éléments   l'orment  une   relation  équianhar- 
inoniqi(e,  ce  qui  donne  les  valeurs 

-0,     -0^: 

H.  H-  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité 
|)ositive. 

R.eprésentons,     comme     d'habitude,     les    éléments 

a,  ^,Y,ô  parles  vecteursOA,  OB,  OC,  OD:  iî  est  clair 

qu'on  aura 

.        TTÂ     CB 
R(c)!,  p,7,  0)=  .-=  :  r^^, 
DA     DB 

d'où,  en  faisant  ressortir  le  module  et  l'argument  par 
la  considération  des  côtés  et  des  angles. 


H(x,  'i,7-5>^ 


CA.DB 
DA.CB 


^/iCAD— CED) 


Examinons  d'abord  le  cas  où  les  éléments  forment 
une  relation  harmonique  :    les  \aleurs  de  11  étant 

I 

-I,     -,     ., 

il  en  résulte  immédiatement  que  les  angles  CAD,  CBD 
sont  égaux  ou  supplémentaires  ;  en  d'autres  termes,  le 
quadrilatère  ABCD  est  inscriptible. 

Admettons  que    CAD    et    CBD    soient   sujiplémen- 
taires  ;  on  aura 

C\.Di} 

DA.CB 

ce  qui  signifie  que  les  produits  des  cotés  opposés 
sont  égaux  ;  d'où    il  résulte  du  tlu-oréme  de  Ptolémée 
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que  le  quadinlatrre  est  harmonique  avec 

CA.DB  =  DA.CB  =  -  AB.GD. 

On  vérifie  facilement  que  Ton  a,  dans  cette  iij[">- 
tlièse, 

K  (  a,  ,3,  Y,  5  )  =  -  1 ,  H  (-  a,  -;,  !i,  o  )  =  i,         R  (  a  -;,  o,  i)  =  ;'-  • 

Si  A,  B,  C  sont  donnés,  on  voit  que  D  peut  avoii- 
tiois  positions  qui  sont  les  intersections  de  chacune 
(les  trois  symédianes  de  ABC  avec  le  cercle  circonscrit 
à  ce  triangle. 

Il  est  remarquable  que  le  nom  de  quadrilatère 
hariaonique  ait  été  précisément  employé  pour  dési- 
gner le  cas  où  les  éléments  qu'il  re))résente  forment 
une  relation  harmonique. 

Considérons  le  cas  où  les  éléments  forment  une 
relation  équianharinonique  ;  les  valeurs  correspon- 
dantes de  R 

—  6,     —  02 

ont  pour  module  1  unité  et  pour  arguments  ir:  ^  :  il  en 
résulte  qu  on  aura 

GA.DB  =  AB.DG=  BC.DA. 

Dans  le  triangle  ABC  les  distances  de  D  aux  som- 
mets sont  inversement  proportionnelles  aux  côtés 
opposés  :  c'est  la  définition  des  deux  centres  isodjna- 
miques,  lestjuels  sonl.  comme  on  sait,  inverses  l'un  de 
iautre  par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  ABC. 

On  obtient  également  la  relation 

VDB  — AGB  =  +  - 

(i 

qui   se  ramène  à  la  propriété  bien  connue  :  le  triangle 
[lodaire  de  D  par  rapport  à  ABC  est  é'({uilaléral. 
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Lorsque  A,  B,  C  sont  donnés,  il  y  a  deux  solutions 
pour  D  et  l'on  devrait  appeler  qiiadrilalères  rqui- 
anharnioniques  les  figures  ainsi  obtenues;  si  ABC 
devient  un  triangle  équilatéral,  D  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité,  l'autre  solution  étant  rejetée  à  l'in- 
fini. 

On  connaît  la  relation  vectorielle  qui  a  lieu  pour 
quatre  points  quelconques  du  plan 


A \^ .  DC  -h  BC . DA  +  CA.  DH  =  o. 

Si  ces  quatre  points  forment  un  quadrilatère  équi- 
anharmonicjue,  on  a  en  outre  la  relation  vectorielle 


L  =  AB;  DC'-f-  BC".  DA  +  CA:  DB'=  o 

Appelons,  avec  Darhoux, 

ax'*  -\-  4  b a-^ -h  6  c X- -\-  /t  h' X  -^  a'  =^  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  a,  [3,  y,  o. 
Posons  également 


M  =  oAB.BC.CA.DA.DB.DC, 
N  =  [  CÂ .  M  +  DA  .T!b  J  [BÂ  ."DG  ^  CÂ .  ÎJb  ] 
X  [DÂ.CB  +  BÂ.BCj. 

L'identité  de  Cauchj-Caylej  devient 

2 

et  l'on  a,  à  un  facteur  près, 

L  =:  a  a' —  ^bb'  -h-  3c^, 

N  =  aca  -^  -xbab' —  ab'-  —  a! b-  —  c', 

M  représente   le  discriminât) t  de  l'équation    et    les 
relations 

L  =  o,        N  =  o. 
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ainsi  qu'on  l'a   \  u  précédemment,  correspondent  aux 
cas  où    les   racines    forment    entre  elles   une  relation 
équianharmonique  ou  harmonique. 


[M'3j][M'8b] 

SUIl  LES  COIIIBES  A  AXE  ORTHOPTIOUE  ET  LES  COIHBES 
DE  DIRECTION  ; 

Par  m.  m.  D'OCAGNE. 


1.  La  transformée  par  tangentes  orthogonales  d'une 
courbe  C  par  rapport  à  une  droite  D  est  l'enveloppe  C 
des  perpendiculaires  élevées  aux  tangentes  de  cette 
courbe  C  par  leurs  points  de  rencontre  avec  la  droite  D. 
Une  telle  transformation  (déjà  étudiée  dans  notre 
Ouvrage  :  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  88) 
est  évidemment  réciproque. 

Si  la  courbe  C  coïncide  avec  C,  la  droite  D  cons- 
titue pour  cette  courbe  un  axe  orthoptique. 

Imaginons  que  nous  prenions  les  bissectrices  des 
angles  que  fait  avec  la  droite  D  une  tangente  variable 
à  une  courbe  quelconque  F.  Elles  admettent,  en  géné- 
ral, une  enveloppe  unique  C,  pour  laquelle,  par  con- 
séquent, la  droite  D  constitue  un  axe  orthoptiqne.  De 
là  le  moyen  d'engendrer,  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale, des  courbes  pourvues  d'un  tel  axe.  Mais  il  peut 
se  faire  que  l'enveloppe  se  décompose  en  deux  courbes 
analjtiquement  distinctes  correspondant  chacune  à 
une  des  deux  bissectrices.  Cette  circonstance  se  pro- 
duit lorsque  la  courbe  1'  est  de  direction. 

Inversement,  si   l'on    considère    deux   courbes   dis- 
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iiiicles  C  el C  Irausfornit'es  !"iine  de  l'autre  [)ar  tan- 
i;t'ntes  orthogonales,  ]>ar  rapport  à  une  droite  D,  on 
voit  que  la  droite  symétrique  de  la  droite  D,  à  la  fois 
|)ar  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des  deux  tangentes 
«irthogonales,  a  pour  enveloppe  une  courbe  de  direc- 
îion;  de  là,  un  procède  entièrement  général  de  gêné- 
cation  des  courbes  de  cette  espèce. 

Afin  de  simplifier  le  langage  dan>  la  suite  c'e  celle 
Note,  nous  exprimerons  la  relation  ci-dessus  définie 
entre  les  courbes  G,  ou  C,  el  I'  en  disant  que  C. 
t)u  C,  est  hissée  tau  te  de  ]\  et,  inversement,  que  Y  est 
iintibissectajite  de  C,ou  C,  |)ar  rapport  à  la  droite  D. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  résumer  ce  qui  pré- 
cède en  disant  que,  si  ta  courbe  T  n'' est  pas  de  direc- 
l'ion,  sa  bissec tante  G  par  rapport  à  une  droite  D 
quelconque,  admet  cette  droite  pour  axe  orthop- 
tique. 

Inversement,  si  la  courbe  G  n  admet  pas  ladroite  D 
pour  axe  orthoptique^  sonantibissectante  V  par  rap- 
port à  D  est  une  courbe  de  direction. 

12.  Pour  l'étude  analvtique  des  proldèmes  que  sou- 
lève une  telle  transformation,  le  système  de  coordon- 
nées qui  s'offre  le  plus  naturellement  à  l'esprit  est 
celui  des  coordonnées  axiales,  avec  la  droite  D  prise 
pour  axe.  Rappelons  en  quoi  il  consiste  :  i)  étant  une 
origine  marquée  sur  cette  droite  |)rise  pour  axe  O.r,  si 
une  droite  T  M,  coupant  i)  x  en  ï,  fait  avec  cet  axe 
l'angle  (/,  et  si  OT  =  À  (ce  segment  ('tant  j)ris  avec  s(vn 
signe),  les  coordonnées  axiales  de  la  droite  T  M  sont 
A  et  0. 

On  peut  ('gaiement  user  du  système,  se  ranienaul 
rmmédialement  au  précédent,  qui  est  constitué  par  ). 
et  |x  =  tang^. 
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Nous  avons  donné  dans  les  _\oin  elles  Annales 
(i884,  p.  545,  et  1901,  p.  433)  les  formules  fonda- 
iiientales  qui  permettent  l'étude  directe  des  courbes 
planes  au  moven  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  deux 
systèmes. 

En  particulier,  la  détermination  de  la  normale  et  du 
centre  de  courbure  de  la  courbe,  enveloppe  de  TM, 
définie  par  une  équation  donnée  en  À  et  (j,  résulte  des 
ibrmules  suivantes  (loc.  cit.,  i88i,  p.  55o  et  55i)  : 

Si  la  perpendiculaire  élevée  en  T  à  Ox  coupe  la 
normale  en  .M  au  point  I.  on  a 

(TJ  étant,  bien  entendu,  compté  positivemenl  dans  le 
sens  obtenu  en  taisant  tourner  d'un  angle  droit,  dans 
le  sens  direct,  le  sens  jîositif  de  Ox),  puis,  si  l'on 
appelle  C  le  centre  de  courbure  répondant  au  point  M. 

„        -îdl  d^-A    . 

MG=— cos0-_sin6, 

formule  dont  E.  Cesaro  a  donné  cette  interprétation 
i;éométrique  {^Nouvelles  Annales,  i885,  p.  260)  :  que 
l'on  prenne  sur  Tl  le  point  I,  tel  (jue  Il|  =T1  =  ~) 
et,  sur  la  parallèle  à  Ox  menée  par  I,  le  point  L  tel 
que  110=  —  -17-^}  .'dors  le  quadiilatère  Ji[LG  est 
inscrit,  dans  un  cercle,  savoir  celui  (fui  a  I,  L  pour 
diamètre. 

De  là,  une  facile  construction  pour  le  centre  de 
courbure  C  d'une  courbe  définie  en  ).  et  0;  de  là  aussi 
un  mode  de  liaison  immédiat  entie  les  normales  et  les 
centres  de  courbure  de  deux  ccjurbes  transformées 
axiales  lune  de  l'autre,  c  est-à-dire  telles  que  leurs 
tangentes  se  cou|)ant  en  un  point  T  de  0.r  (c'est-à-dire 


(  332  ) 

ajarit  même  X)  fassent  avec  cet  axe  des  angles  6  el  9' 
liés  par  une  relation  telle  que 

F(e,  0')  =  o. 

En    efiet,     celte    relation    permet    de    déduire  ~y 

*■  an 

d^\    ,     dl        d'^X  .        ,  .         -,,-,,       T'    1 

et  "TÂTvCle-^  et -7—»  el,  par  suite,  les  points!  ,  1,  etl,aes 

points  I,  I,  et  lo.  Or,  ces  derniers  s'obtiennent  bien 
facilement,  lorsque  l'on  connaît  le  point  M  elle  cenlre 
de  courbure  C,  si  l'on  remarque  que  le  point  i  est  à  la 
rencontre  de  M  G  et  de  la  perpendiculaire  en  T  à  Ox, 
que  le  point  l,  est  le  symétrique  de  T  j)ar  rapport  à  1, 
enfin  que  le  point  K  est  à  la  rencontre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  II, G  et  delà  parallèle  àO^  menée 
par  I.  Ayant,  comme  il  vient  d'être  dit,  déduit  des 
points  ainsi  construits  les  points  I',  Ij,  I',,  on  n'a  plus 
(ju'à  abaisser  du  point  1'  la  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente à  la  seconde  courbe  pour  avoir  la  normale  l'M'  à 
cette  courbe,  puis  à  prendre  l'intersection  de  cette 
normale  avec  le  cercle  de  diamètre  Ij  I',  (qui  la  coupe 
une  première  fois  en  i')  pour  avoir  le  cenlre  de  cour- 
bure G'  correspondant. 

Si  la  courbe  (M')  est  la  bissectante  de  la  courbe  (M) 
par  rapport  à  Ox,  la  relation  entre  H  et  H'  s'écrit 


0  = 

7  0'. 

'ar  suite,  dans  ce  cas. 

dl          d\ 
dW  ~  '^  r/0  ' 

d'-K 

dd'-^ 

.d'-l 

el  l'on  a 

ce  qui  rend  très  simple  la  construction  sus-indiquée. 

3.    Prenons  un  exemple  d'application  des  coordon- 
nées )>,  f|. 
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Remarquons  daboid  que  si,  sur  OT,  on  consLruil 
un  triangle  isoscèle  OST,  et  si  le  point  S  décrit  la 
courbe  qui,  rapportée  au  pôle  O  et  à  Taxe  Ox,  a  pour 
équation 

la  droite  ST  a  pour  enveloppe  la  courbe  dont  l'équa- 
tion axiale  est,  avec  le  même  pôle  et  le  même  axe, 

/.  =  —  ■}J\  -  —  0  )  cos  0. 

Si  la  courbe  (S)  est  le  ceicle  de  centre  O  et  de 
rayon  F,  l'enveloppe  de  ST  est  rhvpocAcloïde  à 
quatre  rebroussements  .■}€.,,  d'axes  Ox  el  O  y,  dont  les 
points  de  rebroiissement  situés  sur  ces  axes  sont  à  la 
ia  dislance  2/'  de  O.  Or,  l'écpiation  du  cercle  étant 

p  =  /-, 
celle  de  la  -K^  est 

Lorsqu'on  transporte  le  pôle  au  point  de  rebrousse- 

ment  situé  sur  la  partie  positive  de  Oj",  cette  équation 

devient 

0 
Cm  a  =  —  •>/•(  I  -I-  cosO)  =  —  .j  rcos^— . 

2 

Si  la  courbe  (S)  est  un  cercle  de  rayon  /•  langent 
en  O  à  Oj',  par  suite  déqualion 

p   =  2 /'COSO), 

l'enveloppe  de  ST  est  rbypocycloïde  à  trois  rebiousse- 
nients  .'JCu  a^ant  un  sommet  en  O  où  elle  est  tangente 
à  Oy  et  le  point  de  rebroussement  opposé  sur  0.2", 
avec  l'abscisse  —  \r.  El,  d'après  ce  qui  précède,  on 
voit  que  lérpialion  axiale  de  celle  courbe  est 

(a)  X  =  —  /iTcos^O. 
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La  coiu|)arais()n  des  équations  (i  )  et  (ai  montre  que 
la  .fC^j  est  bisser-tante  de  la  5C,  par  rapport  ù  O.r.  Et 
eomine  le  même  résultat  s'appliquerait  à  l'autre  point 
de  rehroussement  de  la  CH!,,  situé  sur  Oa7,on  voit  que 
/a  bissectante  d'une  3C/,  par  rapport  à  un  de  ses  axrs 
de  rehroussement  se  compose  de  deux  3C:t  ayant  rcs- 
pecti^'ement  un  rehroussement  confondu  avec  L'un 
de  ceux  de  cette  J€i  situés  sur  Ox,  le  sommet  opposé 
de  cette  3C:i  étant  l'autre  rehroussement  de  la  SC-, 
situé  sur  le  même  axe. 

C'est  le  théorème  que  nous  avons  proposé  comme 
question  dans  les  Nouvelles  Annales  sous  le  n"  2273 
(191 5,  p.  53i)  el  dont  M.  J.  Lemaire  a  donné  une 
démonstration  purement  gé-ométrique  (1918,  p.  280 ). 

Le  fait  que  la  bissectante  de  la  JC^  se  décomposa 
ainsi  en  deux  3C3  distinctes  montre,  ainsi  qu'il  est 
d'ailleurs  bien  connu,  que  la  X4  est  une  courl)e  de 
direction. 

i.  Couime  exemple  d'ap[)lieation  des  coordonnée^ 
A  et  a,  déterminons  une  courbe  à  axe  ortlioptique  en 
prenant  la  bissectante  d'une  courbe  non  de  direction. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole  d'axe  Oy  el  de  para- 
mètre  />,  tangente    de    O    à    Ox^  dont,   par    suite,    le 

foyer  F.  situé  sur  Ot,  a  pour  ordonnée  OF  :=  -• 

IjC  lieu  des  projections  orlliogonales  de  ce  foyer  sur 
les  tangentes  de  la  parabole  n'(?tant  autre  que  Ox.  il 
en  résulte  que  l'équation  en  ).  et  'j.  de  la  parabole  est 

■1 
Or,  puisque,  [)i,)ur  la  bissectante,  on  a 

0  =  2  0', 
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il  en  résulte  que 


Donc,  en  sujjprimant  I  accent.  <»t)  aura  pour  1  équi- 
tion  de  lu  hissectanle 

I  —  y:- 
(|ui  peut  s'écrire 

X  [X-  -f-  p  -j.  —  A  =  o. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  étahli  dan>  la  théorie  i;éné- 
rale  des  coordonnées  À.  a  i Noinelles  A/inales,  i()(ii. 
p.  434)'  ï»!  Ion  multiplie  celte  équation  par  <j.  c  de 
façon  que  chaque  terme  en  y.  soit  d'un  de.ijré  au  nioiu'^ 
égal  à  celui  du  i^olvnonie  en  a  <[ui  le  nuillij)lie  »,  ce 
qui  donne 

A  V.-1  -^  p'J.'-  —  /,  'J.  =  o, 

on  voit  que  cette  équation,  alors  du  troisième  degré 
en  'j.,  définit  une  courbe  de  la  troisième  classe,  tan- 
geixte  à  Ox,  puisque  u  s'3'  met  en  facteur  (d'ailleur> 
évidemment  en  O,  en  raison  de  la  sjmétrie),  et  doit- 
hlcment  tangente  à  la  droite  de  Cinfmi,  puisque  a 
n'y  entre  qu'au  premier  degré,  la  courbe  étant  de  la 
troisième  classe. 

lin  outi'e,  d'après  les  formules  (  i5)  Aw  [Mémoire 
cité  (p.  437).  la  (ourbe  est  définie  en  coordonnées 
ponctuelles  par  les  équations 


•>.  p  \x 


P  y" '  I 
V  =  —^ 


qui  montre  que  cette  courbe  est  unicursale. 

L:i  substitution  de  ces  valeurs  dans  une  équation 
linéaire  en  x  et  r  donnant  une  équation  du  quatrième 
degi'é  en  a,  ou  voit  enfin  rpie  la  courbe  est  (lu<iua- 
trième  ordre. 
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Ceci  montre  que,  pour  cette  courbe  <le  genre  zéro, 
les  nombres  de  Pliicker  sont 

m  ^  j,         0  =  o,         •/.  =  3. 
M  =  3,  T  =  I  ,  i  =  o. 

Elle  appartient  à  Ja  dixirme  espèce  des  quartiques, 
d'après  la  nomenclature  donnée  par  Sahnon  [courbes 
planes;  traduction  Cliemin,  p.  3(»2  ). 

Pour  avoir  l'équation  cartésienne  de  cette  courbe, 
l'élimination  de  u.  entré  les  deux  expressions  ci-dessus 
de  X  et  y,  qui  porterait  sur  des  équations  du  qua- 
trième degré  en  [j.,  serait  assez  compliquée.  On  peul 
ramener  le  problème  à  une  forme  plus  simple  en 
opérant  comme  suit  : 

La  tangente  de  coordonnées  A,   a  a    pour  équation 

cartésienne 

y  =  y.  (  x  —  l  ) 

ou.  en  remplaçant  A  \)ixv  la  valeur  correspondante  à  la 
quarlique  ('tudiée, 


y  =  y-  (  i 

qu'on  peut  écrire 

X [X-^  -^  (p  —  y)  [}■-  —  •'•f' ;-i  -+- jr  =  o. 

11  suffit,  pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite, 
d'éliminer  [j.  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a,    oit 

3 X  [x-  -h  i(p  —  y  )  <J.  —  .?■  =:  o. 

L'élimination  de  y.^  entre  cette  dernière  multipliée 
par  JA  et  la  précédente  donne  immédiatement 

{p  —  y)  [J--  —  2  XIX  —  3  k  =  o . 
Entre   les   âevix  dernières   équations   écrites,   toutes 


(  3.^7  ) 
<leux  (lu  second  degré  en  u.,  réliminatlon  de  ce  para- 
mètre, opérée  par  la  formule  classique,  donne 

xHp  -~  Sj'  )-^  =[-î{p  —  y-y-  -i-  r,.;;2]  ['i  .r2  -r-  Cyip  —  j)] 
(pii  peut  encore  s'écrire 

/ix'  —  (  8j  -  —  2opr  —  />-,)•'-  -^  -1.1'';-'  —  /')■'  =  ''• 

L'équalion  étant  mise  sous  cette  tonne,  un  voit 
immédiatement  que  pour  x  =  o,  on  a  la  racine  triple 
y=p,  ce  qui  donne  un  point  de  rebroussement  con- 
fondu avec  le  centre  de  courbure  répondant  au  sommet 
de  la  parabole  antibissectante. 

D'ailleurs,  à  l'origine,  on  a,  pour  la  courbe  elle- 
même,    r'=o  (^tangente  confondue  avec  Ox  comme 

on  l'a  déjà  vu)  et  )''=  — >  donc  un  rayon  de  courbure 

j  /       ^  .,p  ./ 

égal  à  2/.»,  c'est-à-dire  double  de  celui  de  la  parabole 
au  même  poinl. 

On  voit  aussi  que  les  asymptotes,  dont  \e>  direc- 
tions sont  celles  des  bissectrices  des  angles  des  axes 
coortionnés,  sont  tout  entières  rejetées  à  l'infini;  la 
courbe  est  donc  parabolique. 

o.  Nous  ferons  encore  la  remarque  suivante  :  ainsi 
que  nous  l'avons  établi  précédemment  [Nom'elles 
Annales,  1901,  p.  i4'\l  •  deux  coniques  ne  peuvent 
être  transformées  par  tangentes  ortbogonales  l'une  de 
l'autre  relativement  à  une  droite  D,  ([ue  si  ce  sont  des 
paraboles  de  même  foyer  avant  leurs  axes  confondus 
ou  rectangulaires;  dans  le  premier  cas,  la  droite  D  est 
leur  corde  commune:  dans  le  second,  elle  est  leur 
tangente  commune.  Si  donc  on  prend  l'anlibissec- 
tante  commune  de  l'un  ou  de  lautre  de  ces  couples  de 
par.iboles,  pur  ra[)port  à  la  droite  D,  on  trouve  une 
courbe  de  direction. 

Ann.  de  Mathéniat.,  '\'  série,  t.  Xl\.  (Septembre  1911).)       26 
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Dans  le  premier  cas,  prenant  la  droite  D  pour 
axe  Ox  et  Taxe  commun  des  paraijoles  pour  axe  Oi% 
on  arrive  lacilement  à  voir,  par  la  iiuîtiiode  qui  vieul 
d'être  indiquée,  que  l'aiitibisscctante  est  le  cercle 
ayant  pour  cent)  e  le  foyer  ronimnn  des  paraboles, 
et  pour  extrémités  du  diamètre  dirigé  suivant  Oy, 
les  syjnétriques  de  O  par  rapport  aux  sommets  des 
deux  paraboles. 

On  pourra,  à  litre  d'exercice,  rechercher  quelle  est 
l'antibissectante  dans  le  second  cas  (  '  ). 


[L'4a] 

UEMAItQlES  (iKOMÉTRlQUES  SIJK  Ml  QUESTION 
DE  CO^'COlJRS  A  L'ÉCOLE  POLYTECHi\IOlE  E,\  {W)\ 

Par  m.   Philukkt  ou  PLKSSIS. 


11  s'agit  d  étudier  les  sjslrmes  des  cercles  ayant  jiour 
diamètres  les  segments  des  tangentes  à  une  ellipse  com- 
pris entre  les  tangentes  à  cette  ellipse  en  ses  sommets 
opposés. 

Elablissons  a  ai)'j!(l  un  lemme.  Supposons  qu'une 
tangente  variable  à  une  conique  rencontre  en  T  et  T 
<  Jeux  tangentes  fixes  à  cette  conique.  Joignons  les  points 
T  et  T  à  un  point  fixe  F  du  plan  de  la  conique.  J-.es 
rayons  FI"  et  Vï'  engendrent  évidemment  deux  fais- 
(îeaux  homogra])liiques  dont  les  rajons  doubles  sont 
les  tangentes  menées  de  V  à  la  conique.  Donc  le  rap- 
port anltarnioni(|uc  déterminé  ])ar  1*'T  et  I'  1'  av^ec  ces 


(  ')  Ce  prolilrmi'   f;iil   l'dijjet  de  la  question  ii"  (2ili)  (.V.  .1,   njn 
1>-    >'h)- 


(  •5^9  ) 
deuv  lan-entes  est  constant.  Par  suite,  si  F  est  un 
Ib^er  de  la  conique,  les  deux  tangentes  menées  de  ce 
point  à  la  conique  étant  alors  les  droites  isotropes, 
l'angle  TFT'  esL  conslafit,  pur  application  de  l;i 
célèbre  formule  de  Laguerre. 

Je  dis  que  si  /es  tangentes  fixes  que parroiirent  T 
et  T'  sont  les  tangentes  aux  sommets  A  et  A'  da 
grand  axe  de  V ellipse^  cet  angle  est  droit.  En  eH'et. 
considérons  la  position  particulière  T„T,',  de  la  tan- 
gente variable  parallèle  à  VA'.  Si  le  foyer  F  se  projette 
en  H  sur  T„T^.  on  a 

HTo  =  FA  ^a  —  r,         IIT'o  =  F  V  =  ./  -4-  c,         FH  =  b, 

et,  par  suite, 

FÏÏ'=HT„.HT„. 

ce  qui  prouve  bien  que  l'angle  r„F'r,j  est  droit. 

Il  résulte  de  là  que  le  cercle  décrit  sur  TT'  comme 
diamètre  passe  par  le  foyer  F,  et.  par  conséquent, 
aussi  par  le  fover  F  de  l'ellipse. 

Ainsi,  tons  les  cereles  avant  pour  diamètres  les 
segments  des  tangentes  à.  ellipse,  compris  entre  les 
tangentes  aux  sommets  du  grand  are.  passent  par 
les  foyers  réels  de  cette  ellipse. 

Le  principe  de  continuité  permet  d'énoncer  égale- 
ment que  les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  seg- 
ments des  tangentes  compris  entre  les  tangentes  aux 
sommets  du  petit  axe  passent  par  les  foyers  imai;i- 
naires  situés  sur  ce  petit  axe.  Autrement  dit.  ils  sont 
tous  orthogonaux,  au  cercle  décrit  sur  la  distance 
des  fo]  ers  réels  pour  diamètre. 

Il  suffît  de  projeter  la  ligure  formée  par  un  cercle, 
un  de  ses  diamètres,  une  tangente  parallèle  à  ce 
diamètre    et    deux    tangentes    parallèle^    ((ueîconques 


(  .34o  ) 

pour  voir  que  le  produit  des  sei^ments  déterminés 
sur  une  tangente  à  une  ellipse,  à  partir  de  son  poin  t 
de  contact,  par  deux  tangentes  parallèles  quel- 
conques à  cette  ellipse,  est  égal  au  carré  du  demi- 
diamètre  de  V ellipse,  parallèle  à  la  première 
tangente. 

Si  donc  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  coupe  les 
lan'ientes  aux  extrémités  du  i^rand  axe  en  T  et  T',  et 
les  tangentes  aux  extrémités  du  petit  axe  en  L  et  U  , 
on  a,  ù  la  fois,  en  représentant  par  a'  le  demi- 
diamètre  de  l'ellipse  parallèle  à  cette  tangente, 

MT.MT'=  ML  .iMlJ'=  a'-\ 

Le  point  M  appartient  donc  à  l'axe  radical  des  cercles 
de  diamètre  ÏT'  et  (JC.  et  comme,  d'autre  part,  cet 
axe  radical  est  perpendiculaire  à  la  ligne  TT'  des 
centres,  il  se  confond  avec  la  perpendiculaire  élevée 
en  M  à  TT',  c'est-à-dire  avec  la  normale  en  M  à 
V  ellipse. 

Mais  on  voit  qu'il  y  a  plus,  la  relation  ci-dessus 
ayant  lieu  pour  les  segments  déterminés  sur  la 
tangente  en  M  par  denx  tangentes  parallèles  quel- 
conques à  l'ellipse,  on  peut  dire  que  la  normale 
en  M  est  Caxe  radical  commun  de  tous  les  cercles 
ayant  pour  diamètres  les  segments  de  la  tangente 
en  M  limités  à  deux  tangentes  parallèles  quel- 
conques à  l  ellipse. 

Les  points  D  et  D'  de  cet  axe  radical  par  lescpiels 
passent  tous  ces  cercles  sont  donc  tels  que 

MD  =  \ID'=«'. 

Dr,  on  sait  que,  si,  sur  la  normale  en  INT,  on 
porte,  de  part  et  d'autre  de  M,  des  longueurs  Ml) 
et  MD    égales  au   demi-diamètie  conjugué  de  OM 


(  3^   ) 

(O  étant  le  ceatie  de  l'ellipse),  les  points  Def  D'  sonL 
respectivement  à  la  rencontre  des  cercles  de  centre 
O  et  de  rayons  a  -h  h  et  a  —  b  avec  les  demi-droites 
/oignant  le  point  O  attjc  points  de  rencontre  de  la 
perpendiculaire  à  l'axe  A  A'  menée  par  ^i  et  du 
cercle  décrit  sur  AA    comme  diamètre  ('  ». 

Le  lieu  du  poiut  P  visé  par  la  troisième  partie  de 
l'énoncé  peut  donc  être  ainsi  déHni  :  Les  cercles  de 
centre  O  et  de  rayons  a-r  b  et  a  —  b  étant  coupés  en 
13  et  en  D  par  deux  demi-droites  symétriques  pai 
rapport  à  OA.  trouver  le  lieu  du  point  P  divisant 
DD  dans  un  rapport  constant. 

Pour  trouver  ce  lieu,  considérons  les  points^Di  etD, 
où  les  droites  OD  et  OD'  coupent  encore  les  cercles 


considérés,  tels,  par  conséquent,  que  les  cordes  D,  D'  et 
DD,  soient  perpendiculaires  à  OA,  et  menons  par  P  la 
parallèle  P(  P,  à  ces  cordes. 

P,    divisant  ÏM^i    dans  le  rapport   constant  suivant 
lequel  P  divise  DD',  le  point  l*(  décrit  un  cercle  (  P)  )  de 


(')  On  trouvera  notammeot  une  démonstration  géométrique  de 
ce  tiiéorènie  dans  la  Remarque  finale  du  n"  12G  du  Cours  de  Géo- 
métrie pure  et  appliquée  de  V École  Polyleclinique^  de  M.  d'Ocagnc 
(t.  I,  p.  -268). 


(  34^  ) 
centre  O.  D'aulre  pari,  les  ]>oints  D  et  D'  divisant  OP, 
et OP',  dans  de*  rap)3orts  constants,  la  transversale  DD 
au  triangle  OP,  1'',  divise  le  coté  P,  l^,  dans  un  rapport 
constant.  Donc,  si  l'on  prend  le  milieu  i)  de  P,  V\.  le 
point  P  divise  l'ordonnée  QP,  du  cercle  (  P<  )  dans  un 
rapport  constant;  il  décrit  donc  une  ellipse  dont  un 
axe  est  dirigé  suivant  OA. 


AGRÉGATION  DE  L'EXSEIG\EMEN'r  SECONDAIRE  DES  JEUNES 
FILLES  :  CONCOURS  IIE  1019.  -  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 
ET  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


Éxo.xci. 


On  donne  une  conique  C  et  un  point  P  dans  son 
plan  : 

i"  On  demande  de  déterminer  un  point  Q  et  deux 
droites  D  et  D  passant  par  P  telles  que^  M  étant  un 
point  quelconque  de  la  conique, si  l'on  désigne  par  p 
la  distance  QM,  par  o  et  ri'  les  distances  respectives 
du  point  M  à  chacune  des  droites  D  et  D',  le  rap- 

port  ^,  soit  éocil  à  une   constante.  Détermine?'  la 

0  Cl 

râleur  de  cette  constante  et  disenter  les  conditions 
de  possibilité  du  problème; 

2"  Lieu  du  point  P  quand  les  droites  D  et  \)  font 
entre  elles  un  ansle  de  i>randeur  constante  : 

3°  Enveloppe  des  droites  D  et  I  )  quand  le  point  () 
décrit  l'r'.re  focal  de  la  conique . 


(  3i:5  ) 

Soi.iTiON  PAR  M"^  E.  POMMIElt. 

F.  —  Tradi  cTin.x  axalytioue  dk  i/kxoxcé. 

Prendre  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires :  Soilf(Xj  y)  =  o  l'équation  de  la  conique: 
soient  a  et  ^i  les  coordonnées  du  point  P,  a'  et  [j' 
celles  du  point  Q.  Les  équations  des  droites  D  et  D'qui 
j)assent  parP  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

D  ^  y  —  [^  —  /n(.x  —  ^)  =  o. 
D'^=  r  —  [3  —  p  (  X  —  a  ;  ==  o. 

L'équation  de  la  conique  doit  pouvoir  s  écrire 

(x  —  ol'  )2  -+-  (y  —  'à' r-  —  /?  DD'  =  o, 

h  désignant  une  constante. 

On  a  donc,  en  désignant  par  /.  un  facteur  de  pro- 
portionnalité. 

fix,  y)  ^  \[(x  ~  7.'f--^iy  -  p')-^-  ADD'J 

ou  encore 

<j.  désignant  le  produit  t. h. 

Cette  identité  (i)  signifie  que  parmi  les  coniques 
passant  par  les  points  d'intersection  de  la  conique 
f{x^  y)  =  o  avec  les  deux  droites  D  =  o  et  D'  =  o,  on 
trouve  un  cercle  de  rayon  nul  de  centre  Q  ;  ou  encore 
un  système  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées. 
de  coefficients  angulaires  =!"  /,  se  coupant  en  Q. 

H.   —    SOLITIOX    UKOMKTRIQl  !•:. 

Faisons  une  figure  avec  des  éléments  réels. 
Soient  {fig.  i)  PD  et  PD'  deux  sécantes  coupant  la 
conique  respectivement  en  ^L\  et  en  M'iV'. 
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Pai"   les    quatre    points    M,  M'.  xN,  N'   [)L).ssent    liois 
couples  de  droiles,  à  savoir  : 

Les  droites  D  et  D'. 

Puis  MIN'  et  M'IN  qui  se  coupent  en  O. 

Puis  MM'  et  NN'  qui  se  coupent  en  R. 


Le  triangle  PQR  est  conjugué  par  rapport  à  la 
conique  [propriété  du  quadrilatère  complet].  Les 
côtés  QP  et  QR  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux 
droites  MQN'  et  NQM'.  Les  côtés  PQ  et  PR  sont 
conjugués  par  rapport  aux  droites  D  et  D'. 

Prenons  maintenant  le  cas  de  l'énoncé  actuel. 

Si  PD  et  PD'  [fig-  2)  sont  les  deux  droites  que  l'on 


Fis.  2. 


demande  de  déterminer,   elles  ne  peuvent  pas  couper 
la  conique    en   des  points   l'éels.    Les  points    M,  M', 
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N,N'sont  iiuiiginaires.  Les  droites  MIN'  et  M'N  forment 
un  cercle  de  rayon  nul  et  de  centre  Q. 

Les  droites  QP  et  QR,  étant  conjuguées  [)ar  rapport 
à  un  cercle  de  centre  Q,  sont  rectangulaires.  Donc, 
Pétant  donné,  pour  avoir  O,  on  prend  la  polaire  de  P 
par  rapporta  la  conique,  et  l'on  abaisse  PQ,  perpendi- 
culaire sur  celte  polaire.  Le  point  Pi  est  alors  le  point 
de  rencontre  de  la  polaire  du  point  Q  avec  la  polaire 
du  point  P.  Déterminons  maintenant  les  droites  D 
et  D'. 

La  conique  M>s',  M'N  étant  du  genre  cercle,  toutes 
les  coniques  qui  passent  par  les  points  M, M',  N,N' 
ont  leurs  axes  parallèles,  donc  parallèles  à  ceux  de  la 
conique  donnée  fix,  y)  =  o.  Par  suile,  les  droites  MN 
et  M'N  ou  D  et  D'  sont  également  inclinées  sur  les 
directions  des  axes  de  la  conique  donnée. 

Si  donc  on  mène  par  P,  les  parallèles  PA  et  PB 
aux  axes  de  la  conique,  les  droites  D  et  D'  sont 
conjuguées    harmoniques    à    la     fois    par    rapport    à 

Tangle  A  PB  et  par  rapport  ù  l'angle  QPR.  On  est 
donc  ramené  à  trouver  les  droites  conjuguées  harmo- 
niques à  la  fois  par  rapport  à  deux  angles  donnés  de 
mêmes  sommets.  Problètne  connu;  par  le  sommet  P 
commun  aux  deux  angles,  faisons  passer  un  cercle  qui 
coupe  les  côtés  du  premier  en  ab,  et  ceux  du  second 
en  a'b'.  Les  droites  ab  eX  et! b'  se  coupent  en  G.  Par  G 
menons  les  tangentes  au  cercle.  Les  droites  D  et  D' 
qui  joignent  le  sommet  P  des  angles  aux  points  de  con- 
tact des  tangentes  sont  conjuguées  à  la  fois  par  rap- 
port aux  deux  angles  donnés  de  sommet  P. 

Ges  droites  D  et  D'  sont  également  inclinées  sur  les 
directions  des  axes  PA  et  PB. 

Exemple.   —    Prenons   le  point    I'   sur  une    direc- 
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Irice  i fig.  3).  Sa  polaire  |)a?se  alors  [)ar  le  foyer  F 
correspoudanl,  et  le  point  Q  se  conlond  avec  ce  foyer  t . 


Fis.  :•-. 


Le  point  II  est  alors  sur  la  directrice,  et  la  droite  PI) 
se  confond  avec  la  droite  PR. 

Les  deux  angles  A  PB  et  QPK  ont  alors  un  cote 
commun,  les  deu\  droites  D  et  D'  sont  confondues 
avec  ce  coté  commun  PRlî. 


III.  —   Solution  axai.ytiqi  i;. 

Nous  envisagerons  successivement  le  cas  de  l'ellipse 
(OU  de  l'hyperbole)  et  celui  de  la  parabole. 

a.   Cas  de  l  ellipse.  —  Nous  allons  j^rendre  comme 

axes  de  coordonnées  les  axes  de  la  conique  qui  a  alors 

pour  équation 

.r-         >'- 


Pour  les  équations  des  droites  D  et  D',  on  a  alors 
m  =  —  p. 

Identifions  celte  équation  de  l'ellipse  avec  celle  de 
la  conique  écrite  sous  la  forme 
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ou,  pour  plus  (ie  svniélrie,  en  posaul 

km-  r=  —  À, 
//  =  a, 

On  a  poui-  déterminer  les  inconnues  À.  •/,  a',   j'  !<■ 
quatre  équations 

(i^  (  </2,  i__  X)  _  è2([— uj  =  ),a2-i- ;ji(3-— a'^— 'i'-, 

(•2)1  a'=  Àa,  3'=  ;jt3. 

Ces  équations  donnent 

«2(1  —  À)  =   ^,2,  ,_  jj^^  _  Xa2(l_  A)-i-   a32ri  —   a). 

En  divisant  parrt-(i  —  a),  il  vient 
a'-  a-{i  —  À) 


I  —  •}.        a- 


=  1^' 


donc 

(■') 

(•>.')  a- Il  —  K)  =  b-{i  —  iJ.). 


_  Àa2  __  jz^î 
a-  b- 


Ces  deux  équations  déterminent  À  el  a,  les  deux 
autres  (a)  donnent  alors  a'  et  ,3'  qui  sont  toujours 
réels. 

Vérification  de  la  solution  géométrique.  —  La 
polaire  du  point  a|ii  par  rapport  à  la  conique  est 

a-  b- 

Le  point  de  coordonnées  a' j'  est  sur  celte  polaire 

a-  h- 
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Oi-,  d'après  la  relation  (2),  ceci  donne 


a-  0- 


ce  qui  est  précisément  l'équation  (1').  Donc  le  point  (> 
est  sur  la  polaire  de  P. 

Lu  droite  PQ  a  pour  coefficient  ani;iilaire 


P  I  —  :-« 


a  —  a         7.    1  —  /. 


a  62 


Cette    droite    est    perpendiculaire  à    la  polaire   du 

ai* 
])oint  P,  laquelle  a  pour  coefficient  angulaire — '  ir~-,' 

Le  point  Q  est  bien  sur  la  polaire  de  P  et  sur  la  per- 
pendiculaire à  cette  polaire  menée  par  le  point  P. 

Réalité  des  droites  D  et  D'.  —  Pour  cela,  il  faut  ei 
il  suffit  que  m-  soit  positif,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

>.a  <  o. 
Alors  les  deux  droites  sont 

Elles  sont  confondues  si  l'on  a 

A[Jl  =  O. 

Or  les  équations  (i)  et  (2'}  donnent 


20,2 


cp 


\ 


A  est  toujours  positif.  On  a  alors  ;j^^o,  soit 


i  —  c^  — r  -  o 
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Le  point  P  ne  doit  pas  être  compris  entre  les  deux 
directrices  de  la  conique. 

Si  P  est  sur  une  des  directrices  u  =  o,  1  équaliou 
des  deux  droites  se  réduit  à  '/.(x  —  a)-  =  o.  Elles  sont 
confondues,  parallèles  à  Or,  et  passent  par  le  point 
d'abscisse  a,  donc  par  P  qui  est  sur  la  directrice. 

Lieu  de  P  quand Yi  et  D' font  entre  elles  un  angle 
constant.  —  On  a  alors, 


jn  =  const . 


et,  par  suite. 
Soit 

nu 


const. 


A  =  —  ni-  'X 


~b^ 


1»"-  = 


conique   du   j^enre  hyperbole    ayant  mèine    centre   et 
juêmes  axes  que  l'ellipse  donnée. 

Cas  particuliers  : 

1°       m  =  o,       A  =  o,       f)* -h  c- i-=2  o,        i   — z'i 


P  est  sur  les  directrices  imaginaires  de  la  conique. 
2"  m  inlini 


o. 


1*  est  sur  les  directrices  de  la  conique. 

l'enveloppe  des  droites  D  et  IJ'  quand  le  point  i) 
di'crit  C  axe  focalde  la  conique.  —  Dans  ce  cas  ,j'=  o. 
s(jit  />  ji.  =  o. 

Si  azbo,  IJ  et  D' restent  parallrles  à  l'axe  O)'. 


(  :-;5o  ) 

Si  /j  =z  o\  on  '.I 


A2  — 

a' 

/H-  =    —    =    — - ; „     „     : 

;x         y.'-  (  a* —  c-a-) 


(■'■■X-  —  a^ 


L'équation  des  deux  droites  devient,  alors 


a-  b-      , 

y  ==  "T?7^ 77.  (^  ~  ''■^y'-' 


soil,  après  avoir  chassé  le  dénominateur,  en  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a, 

a"' [  I  -  c-  —  rt- 1)-  ]  —  >. '/  X  a-  h-  ■ —  ci* y-  —  x'-a'-b-  ^  o, 

équation  de  l'ensemble  des  deux  droites  dans  laquelle 
le  paramètre  a  figure  au  second  degré.  On  obtient 
leuNeloppe  des  droites  en  écrivant  que  cette  équation 
admet  une  racine  double  par  rapport  à  l'inconnue  v.. 
On  y  donc 

X'  a'*  b-  —  \y-  (-  —  (i-  b-  ]  [  a'' y-  —  x'-a-  b-  ]  =  o. 

Soil,  quand  on  a  divisi-  par  rt-,  après  réduction  des 
termes  semblables, 

y-  \y- a-  (•-  —  x'^ b-  c-  —  a''b-\  =  (». 

l/en\eloppe    des    droites  se  décompose  ;- elle  com- 
prend d'une  ))art  l'Iiypeibole 

y'^        X-        a- 

"P  ~  7^5  "~  7^  ""  ° 


et.  d'autre  |)arl.  deux  lois  la  droite 

y  =  <>, 


(3:,,  ) 

c^est-à-dire  que  les  droites  sont  taiii;"entes  à  cette  lijper- 
bole,  ou  restent  parallèles  à  Taxe  x' x . 

3.  (  as  de  la  parabole .  —  Nous  allons  rapporter 
la  conique  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet.  Elle 
a  alors  pour  équation 

y- —  ■ip.T  =  o. 

Les  droites  D  el  D'  sont  encore  également  inclinées 
sur  les  axes,  et  l'on  a 


L  équation  de  la  conique  étant,  d'autre  part,  écrite 
sous  la  forme 

{x  —  a' )- -^  (  j^  —  S' )-  —  /, {  X  —  y. )-  —  ;jL(  r  —  S  i-  =  o. 

L  idenlifîcatinn  des  deux  équations  nous  permet  de 
déterminer  les  inconnues  a',  |j'.  A,  'x.  On  a 


(2)         I  —  À  =  o, 
on  en  tire 


O'  ,   Q  ,, 


l'X-  —  7.3-  —  7.'-  —  i'2  =  O  : 


a'-  -;-  ;j.^-  (I  —  ;-'■)  =  <Jj 


soit 


.,'^.2 


(a  —  X) 


L  p 


Nous  supposerons  a' =2=  a,  sans  quoi  on  aurait  v.  ^  1 
et  par  suite  |Îj'=  [i.  P  et  ()  sont  confondus  et  l*  est  sui- 
la  conique.  Il  \  ient  donc 


P 


7.  —  7.'  =  o         et  I  —  'J.  = 
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Soit  encore 

— 2=7.,  o  ;x  +  a  =  n  -7-  a. 

P 

Ces  deux  équations  déterminent  a'  et  ;j..  On  eu  lire 

p(p-+--ia)  ,  /)f  ;ii ■-—■>./) a] 


D'autre  part, 


3'_  pHp-^-^- 


Vérification  de  la  solution  géométrique.  —  La 
polaire  du  point  a[j  par  rapport  à  la  conique  a  pour 
équation 

Le  point  de  coordonnées  a'Jii'  est  sur  cette  polaire 

2'jî  —  pv.'  —  />a=o, 

ce  qui  donne 

;ji3  -  —  /J)  [  a'  ^-  a  I  =  o , 

expression  (pie  nous  avons  trouvée  comme  consé- 
quence des  équations  (i)  et  (2).  Donc  le  point  O  est 
sur  la  polaire  de  P. 

Coefficient  an;;ulaire  de  la  droite  PQ 


7.'  —  a        /'  (  I  —  [J.  )  p 

Cetle    droite   est    perpendiculaire    à    la    polaire  du 
point  P,  f]ui  a  pour  coefficient  angulaire  j-- 

Réalité  des  droites   D  et   D'.    —  Comme  À  =  i,  il 
faut  et  il  suffit  (pie  l'on  ait  u- l:o, 
x\.lors  les  deux  droites  sont 

(.r  —  7  V-  -4-  \j.{y  — ■  [i )-  =  u. 


:j.<  o  douue 


i  = 


< 
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p  étanL  supposé  posilit,  il  vient 

2. 

P  doit  être  à  gauche  de  la  directrice.  S'il  vient  sur 
la  directrice,  'jl  =  o  et  les  deux  droites  D  et  D'  sont 
confondues  entre  elles  et  avec  la  directrice. 

Lieu  de  P  quand  D  et  D'font  entre  elles  un  angle 
constant .  —  On  doit  avoir 


par  suite, 


soit 


in"^  =  const.  ; 


ni-=^  —  1 


I  -r-  ni-  |JL  =  o, 

/)- -t- 3 - -,- /n.-/7  ( />  ^- 2  X  ^  =  o , 
&'-  -r-  2  pni-  y.  T-  p-  (  I  -H  m-  )  =  o, 

conique  du  genre   parab  )le  ayant    même  axe  que   la 
parabole  donnée. 

Cas  par  lieu  lie rs  : 

m  =  o,        p-  —  S-  =  o.         '^-  =  —  p-  ; 

ni  infini.  a  =  o,  ^  =  —  2a  ; 

P  est  sur  la  directrice. 

m  =  nr  t ,  i  -i-  m-  =  o,  ,3-  —  2/)  a  =  o  ; 

P  est  sur  la  C(jiiique. 

Enveloppe  des  droites   D  et   lï  quand  Q  décrit 
Ann.  de  Mathéinat.,  4*  série,  t.  \1X.  (Septembre  1919)       ^7 
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V axe  focal  de  la  conique.  —  [j'=  o  entraine  [^;j^=  o. 
Si  |JL  =  o,  D  et  D'  restent  parallèles  à  Oy. 
[3  =  o.  On  a  alors 


P 
et 


P 


p  -\-  in 
L'équation  des  deux  droites  devient  alors 

V2  -I L. (  ,, %Y=L    O, 

p  -{-  1  a 

soit,  après  avoir  chassé  le  dénominateur,  eu  ordonnant 
par  rapport  à  a, 

y9a-  —  2a[ —  JK--t-  px^  -^  p\x^-^  y'^\  =  o. 
Cette  équation  a  une  racine  double  a  si  l'on  a 

[jK^—  /?.r]2  — /?2[a72-f-  y2]  =  o, 
soit 

J"4J-—  2/>a7— /)2J   =  O. 

Les  droites  13  et  D'  sont,  dans  ce  cas,  ou  parallèles 

à  l'axe  de  la  parabole,  ou  tangentes  à  la  parabole  ayant 

pour  équation 

y'^ —  '1  px  —  /o^  =  o. 

Remarque.  —  Si  l'on  déplace  P  en  K,  réciproque- 
ment R  vient  en  P.  Si  les  deux  droites  D  tt  D'  passant 
par  P  sont  réelles,  les  deux  droites  analogues  passant 
par  R  sont  imaginaires  et  inversement. 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  la  dé  te  nui  nation  du  rayon  •' 
de  courbure  en  coordonnées  polaires.  —  Le  théorème 
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démontré  récemment  par  M.  Goormaghtigli  (iV.  A., 
191 9,  p.  178),  ne  fait  que  généraliser  celui  que  nous 
avons  fait  connaître,  il  j  a  longtemps  {Cours  de  Géo- 
métrie descriptive  et  de  Géométrie  infini tésiinaie , 
1896,  p.  286),  pour  la  détermination  du  rayon  de 
courbure  en  coordonnées  polaires.  Nous  rappellerons 
une  fois  de  plus  ce  théorème,  que  nous  avons  déjà  eu 
occasion  de  citer  à  diverses  reprises,  mais  en  nous 
servant  ici  des  notations  de  M.  Goormaghtigli,  afin  de 
rendre  la  comparaison  plus  facile  : 

Soit  (T)  la  courbe  décrite  par  Textrémité  T  du  rayon 
vecteur  MT  =  r,  compté  à  partir  du  pôle  M.  Si  /"'  et  /" 
sont  les  deux  premières  dérivées  de  /•  par  rapport  à 
l'angle  polaire  TM^,  portons  sur  les  axes  obtenus  en 
faisant  tourner  successivement  TM  de  deux  droits 
(par  suite,  le  sens  positif  du  second  étant  le  même 
que  le  sens  négatif  de  TM),  les  segments  TN  = /■' 
et  TJ  =  r".  Les  droites  TN  et  NJ  sont  les  normales  aux 
courbes  (T)  et  (N).  Voici,  dès  lors,  quel  est  notre 
théorème  : 

SI  la  perpendiculaire  élevée  en  N  à  TN  coupe  TJ 
en  K,  le  centre  de  courbure  répondant  à  T  se 
trouve  sur  la  droite  joignant  le  point  K  au  milieu 
de  NJ. 

Il  n'est  donc  pas  étonnant  qu'en  appliquant  sa  cons- 
truction générale  au  cas  où  la  courbe  (M)  se  réduit  à 
un  point  (auquel  cas  elle  coïncide  avec  la  construction 
qui  vient  d'être  rappelée),  M.  Goormaghtigh  retrouve 
exactement  les  propositions  que  nous  en  avions,  pour 
notre  part,  jadis  déduites,  particulièrement  dans  le  cas 
des  radiales  (comparer  l'énoncé  des  Nouvelles  Annales 
de  1919,  p.  181-182,  à  celui  de  1902,  p.  1 13)  et  de  la 
spirale  d'Archimède  (comparer  l'énoncé  de  la  Note  au 
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l)as  de  la  page  182  dos  Nom^ellex  Annales,  de  1919, 
à  relui  de  la  page  286  du  Cours  ci-dessus  cité,  que 
nous  avions,  au  reste,  déjà  fait  connaître  dès  1880 
dans  les  Nouvelles  Annales,  p.  292V 


AVIS. 

L'enseig-nement  des  mathématiques 
à  l'Université  de  Strasbourg. 

Gradation  des  cours.  -  Dune  façon  très  approxi- 
mative on  peut  grouper  les  enseignements  des  sciences 
exactes  à  la  Faculté  des  Sciences  de  la  façon  suivante  : 

Pour  les  débutants:  Mathématiques  préparatoires 
(  un  semestre)  ;  Mathématiques  générales  (un  semestre)  ; 
Physique,  cours  du  P.  C.  N.  (une  année)  ;  Chimie, 
cours  du  P.  C.  N.  (une  année). 

Pour  la  seconde  et  la  troisième  année  ou  pour  les 
meilleurs  élèves  des  lycées  :  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral, Mécanique  rationnelle,  Phvsique  générale  :  où 
bien  :  Mathématiques  générales,  Physique  générale, 
Chimie  générale. 

Pour^la  Iroisième  ou  la  quatrième  année  :  Astrono- 
mie, Physique  du  Globe,  Conférences  de  préparation 
à  l'enseignement. 

Enfin  viennent  les  cours  à  sujets  variables  (Analyse 
supérieure,  Géométrie  supérieure,  Théorie  des  fonc- 
tions, etc.  )  qui  s'adressent  aux  étudiants  les  plus  a\an- 
cés  et  qui  pourraient  aussi  intéresseï'  les  ingénieurs, 
les  officiers  d'artillerie  ou  du  génie  et  en  général  toutes 
les  personnes  nAnnt  une  cnllure  mathématique  déve- 
loppée. 

Avec  ses  cinq  professeurs  titulaires  et  ses  trois 
maîtres    de   conférences,   llnstifut    de   niatlH'mnlifpies 
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pourra  oUïir  aux  «Hudianls  une  jurande  variété  de  cours 
et  les  conduire  jusqu'aux  parties  les  plus  élevées  de  la 
science.  Outre  les  cours  fondamentaux,  chaque  année 
et  surtout  dans  le  second  semestre,  des  cours  seront 
faits  sur  des  sujets  renouvelés  annuellement  et  propres 
à  encourager  les  étudiants  dans  la  voie  des  recherches 
originales.  (On  trou\era  marqués  dune  astérisque 
dans  le  programme  qui  termine  cette  note,  ceux  de  ces 
sujets  spéciaux  qui  seront  traités  en  i<^i9-i92o). 

Prêparalion  aux  examens  —  Le  premier  groupe 
d'enseignement  convient  pour  les  futurs  ingénieurs  qui 
désirent  se  préparer  à  Strasbourg  pour  l'examen  d'en- 
trée dans  la  première  finnée  normale  des  Instituts  tech- 
niques français. 

Il  convient  également  pour  les  as[)irants  et  aspirantes 
au  professorat  des  Ecoles  normales  primaires,  des 
Ecoles  primaires  supérieures  et  des  Ecoles  pratiques 
d'industrie. 

Le  deuxième  et  le  troisième  groupe  conviennent 
aux  candidats  à  la  licence  d'enseignement  (professeurs 
de  collèges,  chargés  de  cours  de  lycées). 

Le  quatrième  groupe  et  le  cinquième  groupe 
conviennent  aux  candidats  à  lagrégation,  au  diplôme 
d'études  supérieures  et  au  doctorat,  etc. 

Conditions  if admission.  —  Tous  les  «  cours  »  de 
Mathématiques  sont  libres  et  gratuits. 

Pour  assister  aux  «  conférences  »  et  «  travaux 
pratiques  «  et  pour  passer  les  examens,  il  est 
nécessaire  de  remplir  certaines  conditions  qui  seront  dé- 
taillées dans  1'/  nnuaire  publié  par  ILniversité  ou  dont 
on  prendra  connaissance  au  Secrétariat  de  ILniversité. 

On  apprendra  ainsi  comment  un  élève  présentant 
des    aptitudes    scientifiques    très    marquées  peut  être 
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dispensé  du  baccalauréat.  Ces  dispositions  intéressent 
particulièrement  ceux  des  instituteurs  et  institutrices 
dont  la  valeur  se  distingue  de  la  moyenne  et  parmi 
lesquels  les  Facultés  des  Sciences  trouvent  souvent 
outre-Vosges  d'excellentes  recrues. 

Pour  tous  autres  renseignements  d'ordre  non  ad- 
administratif,  en  particulier  pour  les  conseils  d'ordre 
pédagogique  et  scientifique,  écrire  au  professeur  inté- 
ressé (adresse  :  nom  du  professeur,  Institut  de  Mathé- 
matiques, Université  de  Strasbourg). 

Programme  des  cours  et  conférences  de  mathématiques 
pour  l'année  scolaire  1919-1920 

PREMIER  SKMESTRE. 

Mathématiques  préparatoires  et  Mathématiques 
générales.  —  M.  X. . .,  professeur,  3  cours  par  semaine; 
M.  Darmois,  maître  de  conférences,  a  conférences 
par  semaine. 

Calcul  dijféreiitiel  et  intégral.  —  M.  Valiron, 
professeur,  3  cours  par  semaine  ;  M.  Antoine,  maître 
de  conférences,  2  conférences  par  semaine. 

Mécanique  rationnelle.  —  M.  Villat,  professeur, 
3  cours  par  semaine  ;  M.  Véronnet,  chargé  de  confé- 
rences, 2  conférences  par  semaine. 

Astronomie.  —  M.  Esclangon,  professeur,  2  cours 
par  semaine. 

Analyse  supérieure*  (').  —  M.Fréchet,  professeur: 
Calcul  fonctionnel,  2  cours  par  semaine  ;  Fonctions 
d'approximation,  i  cours  par  semaine. 

(M  Les  cours  dont  les  titres  sont  suivis  d'un  astérisque  (*) 
portent  sur  des  sujets  variables  cliaque  année  et  s'adressent  aux 
étudiants  avancés. 


-  (  ^•'>9  ) 


DEUXIEMK  SEMESTRi;. 


Mathématiques  générales.  —  M.  X. .  .,  professeur, 
I  cours  par  semaine;  M.  Darmois,  maître  de  confé- 
rences, 2  conférences  par  semaine. 

Calcul  différentiel  et  intégral.  —  M.  \  aliron, 
professeur,  i  cours  par  semaine;  M.  Antoine,  maître 
de  conférences,  2  conférences  par  semaine. 

Mécanique  rationnelle.  —  M.  Villat,  professeur, 
I  cours  par  semaine;  M.  \  éronnet,  chargé  de  confé- 
rences, 2  conférences  par  semaine. 

Astronomie.  —  M.  Esclangon,  professeur,  2  cours 
par  semaine;  M.  Danjon,  astronome-adjoint,  travaux 
pratiques  à  l'Observatoire. 

Analyse  supérieure*.  —  M.  Frécliet,  professeur: 
Calcul  fonctionnel,  3  cours  par  semaine. 

Géométrie  supérieure* .  —  M.  X...,  professeur: 
Déformation  des  surfaces,  2  covirs  par  semaine. 

Théorie  des  fondions*.  —  M.  Valiron,  professeur: 
Fonctions  entières,  2  cours  par  semaine  ;  M.  Villat, 
professeur:  Fonctions  elliptiques  avec  application  à  la 
Physique  mathématique,  2  cours  par  semaine. 

PREMIER   ET    DEUXIÈME   SEMESTRES. 

Préparation  a  l'enseignement  (sous  la  direction  de 
M.  Villat,  professeur)  : 

Mathématiques  spéciales.  —  M.  Villat,  professeur, 
I  conférence  par  semaine. 

Mathématiques  élémentaires.  — M.  N. ..,  i  con- 
férence par  semaine. 

Calcul  différentiel  et  intégral.  —  M.  Antoine, 
maître  de  conférences,  i  conférence  par  semaine. 
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Mécanique  rationnelle.  —  M.  Darmois,  maître  de 
conférence,  i  conférence  par  semaine. 

TllAVAUX    PRATIQUES     DE    MATHÉMATIQUES:     M.     X.  .., 

directeur  du  laboratoire  de  Mathématiques;  M.  N..., 
préparateur  de  Mathématiques. 

L'horaire  sera  établi  suivant  le  nombre  des  étudiants 
inscrits. 

Institut  de  Mathématiques:  M.  Fréchet,  directeur. 
L'horaire  des  colloques  mathématiques  (destinés  à 
encourager  les  recherches  originales)  sera  établi  ulté- 
rieurement suivant  le  nombre  des  chercheurs  inscrits. 


OIESTIO\S. 

'liAil.  La  courbe  (  M')  se  déduit  de  la  courbe  (M)  par  la  cons- 
truction suivante  :  le  point  M'  est  à  la  rencontre  de  la  perpen- 
diculaire élevée  en  M  ^aa  rayon  vecteur  OM  et  de  la  perpen- 
diculaire m;née  de  0  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M)  (  '  ). 
Construire  \i  centre  de  courbure  \x  de  la' courbe  (M)  con- 
naissant la  normale  de  la  courbe  (M).  M.  d'Ocag.ni:. 

4i:22.  On  considère  les  ellipses  qui  ont  un  même  foyer  F  et 
un  même  sommet  B  du  petit  axe.  Trouver  : 

I"  L'enveloppe  de  ces  courbes;  2"  le  lieu  des  sommets  A,  A' 
du  grand  axe  ;  3°  le  lieu  du  centre  de  courbure  en  B  :  4"  'C  lien 
du  centre  de  courbure  au  second  sommet  B'  du  petit  axe. 

J.  Neubehg. 

âiiS.  Ou  considère  les  coniques  U  qui  ont  même  axe 
focal  "za,  même  foyer  F  et  le  second  foyer  F'  en  un  point 
quelconque  dune  droite  donnée.  Trouver  : 

1"  le  lieu  dos  sommets  A,  A'  de  l'axe  focal;  2"  l'enveloppe 
des  directrices  d,  d' :  j"  l'enveloppe  des  coniques  U. 

J.  Neubekg. 

(')  C'cil  la  Iraiisforuiation  étudiée  récemment  par  M.  .VL-F-Kg-'n 
{N.  A.,  KjKj,  p.  i4).  La  courbe  (M')  est  une  adjointe  infiuilési- 
male  de   la  courbe   (M;  (TV.  A.^   "joo,  p.  219). 
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[N>I] 

SUR  LE  COMPLEXE  DE  PAIl\YL\; 

Par  m.  a.  MYLLER. 


1 .  Dans  les  lYouvelles  A /ina/es  de  Malliéniatiques^ 
2''  série,  t.  XI,  18-2,  Painvin  a  étudié  le  complexe  des 
droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  une  quadrique 
deux  plans  tangents  rectangulaires  (^).  Il  a  étudié 
spécialement  le  cas  où  la  quadrique  est  un  ellipsoïde 
et  il  s'est  proposé  (p.  o3())  d'étudier  aussi  le  cas  des 
quudriques  dénuées  de  centre;  mais  cette  étude  ne  se 
trouve  pas  dans  ses  travaux  ultérieurs.  G  est  de  ce  cas 
qu'il  s'agira  dans  ce  qui  suit. 

î2.  Soit  la  quadrique  dénuée  de  centre 

(I)  z=-[ •-. 

La  podaire  de  cette  quadrique  [Kir  rn|q)orl  au  {)ôle 
^(•^n.ro^o)  ^st  la  surface 

^-  a{x  —  Xo)--\-  b(y—y„)-  =  o. 

Cette  jiodaire  a  la  propriété  d'être  coupée  par  un 
plan  parallèle  au  plan  ^O]' 

suivant  une   conique.  Le  cone  avant  p mr  sommet   le 

(  '  )  ^'oir    aussi  A.   Df.moui.in.  Sur  le  complexe  (les   droites,  etc. 
Bull,  de  la  Soc.  malk.  de  France,  t.  XX. 

An:\.  de  Malhémal.,  'ç  série,  t.  XI\.  (Oclril)ic  njig.)  28 
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point  P  et  pour  directrice  cette  conique  a  pour  équa- 
tion 

(3)(a  -t-  ik){x  —  x^^  )i  -^  { b  ^  'ik  )  (y  —  yo  )'  +  -1.  k  {  z  —  z-Y 

—  ■i[{x  —  Xf,) Ztt  —  {:.  —  z^)  Xq\{x  —  x^,) 

—  ■A{y—yo)^o  —  (z — -n)rn](\r  —  JKo)  =  O. 

Les  génératrices  du  cône  détermineut,  (juand  P  varie, 
un  complexe  quadr;Uique  dont  l'équation  en  coordon- 
nées pliickériennes  résulte  immédiatement  de  (o)  et 
de 

Pxi  —  ^yo—yxn-,       P2:i  =  yz-o  —  -'yo,       /^si  =  "j^o  —  -^-o, 

jjj^=z  X  —  Xo,  p-i;=J—yu,  Pn=z—Zo. 

Cetle  équation  est 

( 4 )  (  «  -f-  2  k ) p'i ',  -h  (  b  -i-  -2 k )p l .,  H-  -2  kp l  j 

—  "i-ipx-.iPv.  -t-  P^.iPn)  =0- 

Montrons  que  les  droites  de  ce  comple:se  sont  les 
intersections  de  deux  plans  perpendiculaires  tangents 
respectivement  aux  |)araboloïdes  liomotDcaux  : 

r- 

.-,...  b-^l 

(5) 

]      '"'  .''"           .  -          _ 

j   a  -+-  [j.  b  -T-  \J. 

Où 

( 6 ;  l.  ^  <x  =  —  -2 k  —  a  —  b. 

En  edet,  d'a|)rès  un  ihéorème  connu  de  Monge, 
généralisé  par  Bobillier,  le  plan  (  2)  est  le  lieu  des 
sommets  des  trièdi-es  trirectangles  dont  les  plans  sont 
respectivement  tangents  aux  {|uadrifpies  liomoto- 
cales(^i)  et  (5).  Le  plan  passant  par  un  point  M  de.  la 
conique  du  plan  (2)  et  perpendiculaire  à  MP  est  tan- 
gent à  la  quadrique  (1)  parce  que  Ai  est  un  point  de  la 
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podaire.  J^a  droite  Ml*  du  complexe,  étant  par  consé- 
tjuent  une  arête  du  trièdre  de  Mon«e-Bobillier,  a  l;i 
propriél*'  énoncée. 

Les  paramètres  /.  et  'j.  pouvant  prendre  toute  \aleur 
f(ui  satisfait  à  (()),  ou  peut  prendre  a=  y.  etpar  consé- 
({uenl  le  complexe  (  {)  est  le  complexe  de  Painvin 
relatif  à  la  quadrique 


0  =  —  A: 


et  ^i  1  on  prend 


a  —  h 


on  obtient  le  complexe  de  Painvin  relatif  à  (i). 

3.  Si  ie  cône  (  3j  se  décompose  en  deux  plans,  le 
sommet  P  décrit  la  surface  singulière  du  complexe!  4> 
Il  en  résulte  cjue  la  surtace  siniiulière  est  le  lieu  des 
pôles  des  podaires  de  la  quadrirpie  (  i  i  tangents  au 
|)lan  I  :>i.  Son  équation  est 

./•-                           )•"- 
(7)  7 /— — '-/ 2A  =  o, 

qui    représente    une    surlace    cubique    de    quatrième 
classe  de  (vivlev. 

La  droite  singulière,  qui  est  l'intersection  de  deux 
plans  en  lesquels  se  décompose  le  cône,  et  le  point 
singulier  P  sur  cette  droite  se  déterminent  par  la  con- 
struction géométrique  suivante  :  on  mène  en  un  point  t: 
lIu  paraboloïde  (i)  le  plan  tangent  H.  Ce  plan  ren- 
contre le  plan  ( •>.  )  sui\ant  une  droite  d.  Toutes  les 
droites  menées  ])Cipfnd!Culairenient  au  plan  FI  par  les 
|)oiuls  de  la  droite  d  apjjartienneni  au  complexe. 
Parmi  celles-ci  est  singulière  la  droite  i^li)  menée  par 


(  364  ) 

le  pied  Q  de  la  pei'pendiculaire  abaissée  de  ti  sûr  d. 
Le  point  singulier/?  se  trouve  sur  QD  à  l'intersection 
de  cette  droite  avec  la  sphère  passant  par  -  et  tan- 
gente en  Q  au  plan  (2). 

Cette  construction  résulte  de  la  propriété  connue 
cpie  la  sphère  ayant  poui- diamètre  la  droite  qui  joint 
le  pôle  au  point  de  contact  du  plan  langent  est  tan- 
gente à  la  podaire  au  point  correspondant.  Dans  notre 
cas,  la  sphère  doit  être  tangente  au  plan  (2)  en  un 
point  de  la  droite  c/,  pour  que  la  podaire  aussi  soit 
tangente  ;  elle  ne  |>eut  donc  avoir  que  la  [)osition  indi- 
f|uée  précédemment. 

i.    Les  droites  du  complexe  (4)  situées  dans  le  plan 

(8)  ?/,„ .r -I- ('ojK  H- «'0  =  o 

peuvent  être  obtenues  comme  il  suit  :  considérons  le 
cylindre  C  circonscrit  au  paraboloïde  (i)  et  ayant  ses 
génératrices  perpendiculaires  à  (8).  Le  plan  (8)  est 
coupé  par  ce  cylindre  suivant  une  parabole  p  et  par  le 
plan  (2)  suivant  une  droite  d  perpendiculaire  à  l'axe 
de  la  parabole.  Les  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  (8)  seront  les  perpendiculaires  élevées  sur  les 
tangentes  ;i  p  par  les  points  de  leurs  intersections 
avec  d.  Il  résulte  du  théorème  de  Monge-Bobillier, 
applioué  aux  ligures  planes,  que  l'enveloppe  de  ces 
perpendiculaires  sera  une  parabole  -  homofocale 
à  p.  La  parabole  ~  se  réduit  à  deux  points,  dont  l'un 
il  l'infini,  si  la  droite  d  est  tangente  à  la  parabole. 

o.  Les  plans  P  pour  lesquels  la  parabole  t:  se  réduit 
à  deux  points  sont  les  plans  qui  passent  |iar  l'intersec- 
tion des  plans  tangents  à  (1)  avec  le  plan  (2)  et  qui 
sont  perpendiculaires  à  ces  points  tangents.  En  eUcl, 
les  droites  du  plan  l*  perpendiculaires  à  l'intersection 
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forment  un  faisceau  de  droites  du  complexe  qui  passent 
par  un  point  à  Pinfini;  dans  le  même  plan,  il  y  aura 
par  conséquent  un  faisceau  de  droites  passant  par  un 
point  à  distance  finie.  L'enveloppe  de  ces  plans  P  est 
la  surface  singulière  (~). 

6.  Assujettissons  le  plan  (8)  à  un  mouvement  de 
translation.  Dans  le  plan  (8),  la  parabole  t.  varie  en 
formant  le  système  des  paraboles  homofocales  à  une 
parabole  fixe  p.  Dans  l'espace,  la  parabole  t:  décrit  un 
cône  du  deuxième  degré  dont  le  sommet  est  un  point 
de  la  surface  singulière,  à  savoir  celui  à  distance 
(inie  des  deux  points  en  lesquels  dégénère  une  des 
paraboles  r..  Le  cône  est  circonscrit  à  la  surface  sin- 
gulière parce  qu'il  est  Tenveloppe  de  plans  qui  passent 
par  l'intersection  des  plans  tangents  au  cylindre  C  avec 
le  plan  (2)  et  ils  sont  perpendiculaires  à  ces  plans. 

Soient  M  un  point  de  la  surface  singulière,  P  et  P' 
les  deux  plans  en  lesquels  se  décompose  le  cône  (3) 
du  complexe.  Le  cône,  ayant  le  sommet  en  AI  et  cir- 
conscrit à  la  surface  singulière,  se  décompose  donc  en 
deux  cônes  du  deuxième  degré  Iv  et  K'  lespectivement 
tangents  à  P  et  P',  Les  sections  des  cônes  K.  et  K'  par 
des  plans  parallèles  aux  plans  P  et  P',  respectivement, 
sont  les  paraboles  t.. 

[M'8a] 

OIELQUES  AmiCATIO^S  D'IiXE  UEM4R01IE  DE  M.  D'OCAGXE; 

Par  m.  M.-F.  EGAN. 


Dans  sa  l)elle  étude  sur  les  cycloïdales  ('  ),  M.  d'Ocagne 
préconise  l'emploi  de   deux  angles  qu'il  nomme  cour- 
ir )  .\.  A.,  i9i'>,  p.  j'jj.   l^oir  spùcialemciit  p.  5()5-567. 
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dojuiées  natuvriles.  (loninip  ces  aiif^los  dépcMidcnl 
duiî  choix  |>;irh<iilie)'  de  la  droite  iniliale.  il  esl  pai'lois 
|)lus  commode  de  considérer  leurs  variaîions.  Ainsi, 
réquafion  ( ')  )  de  M.  d"Ocai;ne  (p.  566)  peut  se  tra- 
duire : 

Si  un  recteii/-  OM  de  Ion ^neur  don  née  lonrne 
autour  du  puinl  fixe  O  avec  la  eitesse  angulaire  il. 
u/ie  droite  0  passa/1 1  par  y\  et  a/iimre  d  une  vitesse 
angulaire  cil  (c  étant  une  constante  )  emeloppe 
une  cycloïdale  dont  l'indice  /test  donné  par  l'équa- 
tion 

n 

c  =  1  H 

•i 

L'indice  d  une  cveloïdale  esl  le  rapport  des  ravons 
des  cercles  fixe  et  mobile  eniiendraut  la  courhe.  Pour 
une  hvpocvcloïde,  n  est  néi;atit.  Rappelons  (piune 
cycloïdale  donnée  a  deux  indices,  liés  par  lécpialion 


Nous  allons  appliquer  ce  lliéorènie  à  la  rechciciie  de 
(piel(jues  enveloppes  classi(jues. 

1 .  Si  un  sei;ment  donné  de  o  i;]i>se  entre  deux  droites 
rectansulaires  ().r,  ()]',  le  milieu  Al  du  sei:nient  décrit 
un  cercle  de  centre  O,  et  les  \itesses'anj;ulaires  de  OAI 
et  de  0  sont  éi;ales  et  opposées,  d'où  c  =  —  i ,  «  =  —  /j  : 
l'enveloppe  de  o  est  donc  une  li\  pocvcloïde  à  (piatrc 
rebrousse  m  en  ts. 


12.  Cionsidérons  un  lriaiii;le  VBC,  et  soii  o  la  di'oih 
de  Simson  d  un  jjoinl  >aii.d)l<'  \  sur  le  cercle  cir<'on> 
crit.   Soient   S    !'•   centre  de  ce    cercle.  O  le  centre  ili 
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cercle  des  neuf  jxtinls.  H  1  ortliocentre.  La  droite  o 
passe  par  le  milieu  M  de  H\  :  M  décrit  le  cercle  des 
neuf  points.  Les  ravons  OM  et  S\  tournent  avec  la 
même  \ilesse  angulaire.  C\  tourne  avec  une  vitesse 
moitié  moindre,  et  il  est  facile  de  constater  que  les 
vitesses  an<»:ulaires  de  o  et  de  C\  sont  égales  et  oppo- 
sées. On  a  donc 

«?  = >  n  =  —  3: 

9. 

l'enveloppe  de  o  esl  une  Iia  pocxcloïde  à  trois  rebrous- 
sements,  tritangente  au  cercle  des  neuf  points. 

3.  Soit  encore  o  Taxe  d  une  parabole  circonscrite  au 
triangle  VBC.  Si  Z  est  le  quatrième  point  d'intersec- 
tion de  la  parabole  avec  le  cercle  circonscrit  au 
triangle,  o  passe  par  le  centre  M  des  distances  moyennes 
des  quatre  points  A,  B,  C,  Z  ('  ).  Soient  G  le  centre  de 
gravité  du  triangle,  S  le  centre  du  cercle  circonscrit, 
O  le  point  divisant  GS  dans  le  rapport  i  ;  3.  Lorsque  Z 
se  déplace,  M  décrit  un  cercle  de  centre  O,  et  les 
rayons  SZ  et  OM  sont  parallèles.  Comme  o  est  paral- 
lèle à  Tune  des  bissectrices  de  langle  (CZ,  AB),  sa 
vitesse  angulaire  est  éyale  à  la  moitié  de  celle  de  CX, 
donc  au  quart  de  celle  de  S\  ou  0!NL  On  a  par  consé- 

quent  c  ^  -■,  n  ^ 1  //   =^  —  3»  et  1  enveloppe  est 

encoi'c  une  H;,  tritangente  au  cercle  (M). 

Ajoutons  que  cette  dernière  H3  s'identifie  avec  l'en- 
veloppe des  droites  de  Si  m  son  du  triangle  médian  ABC. 
En  efiet,  prenons  AZ  parallèle  à  BC,  et  considérons  les 
deux  paraboles  H,  II'  |)assant  par  A,  B,  G,  Z.  O  s(; 
réduit  aux  deux  droites  BC,  AZ,  son  axe  est  donc  B  C  . 
L'axe  de  II    i-st  doue  perpendiculaii'c  à  B(.    et  à  BC,  : 

(')    .1.    lioUClI.MlY,  jV.    -4..    I918.    p.   4''f>- 
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11  passe  donc  par  le  niiliru  A'  de  BG,  puisque  BG  esL 
une  corde  de  II'.  Il  s'ensuit  que  les  côtés  elles  perpen- 
diculaires du  trianf^le  médian  sont  des  positions  de  o, 
ce  qui  démontre  la  proposition.  On  est  amené  ainsi  à 
renoncé  suivant,  dont  il  serait  intéressant  de  trouver 
une  démonstration  géométrique  (la  vérification  par 
Tanalvse  n'est  pas  difficile)  : 

Soient  A  un  triangle  inscrit  à  une  parabole ,  et  A' 
son  triangle  médian;  Vaxe  de  la  parabole  est  une 
droite  de  Sinison  pour  A'. 

4.  Gonsidérons  encore  l'axe  d'une  parabole  inscrite 
au  triangle  ABG.  Soient  X  le  forer,  o  la  tangente  au 
sommet,  8'  l'axe.  11  suffit  de  remarquer  que  o  est  la 
droite  de  Simson  de  \,  que  o'  passe  par  X,  et  que  o 
et  0  ont  même  vitesse  angulaire  lorsque  X  se  déplace 
sur  le  cercle  circonscrit,  pour  voir  que  o'  et  o  enve- 
loppent deux  H3,  Iritangentes  au  cercle  circonscrit  et 
au  cercle  des  neuf  points  respectivement. 


[B12d] 

OUKLOIES  APPLICATIO\S  DES  FORMILES 
YECTOKIELLES  (L)  (*); 

Pau  m.  le  Lieutenam -Colonel  LE^  EUGLE, 


H.  Lignes  de  courbure.  —  On  appelle  lignes  de 
courbure  d'une  surface  les  lignes  tracées  sur  cette 
surface  et  dont  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la 
direction  qui  lui  est  conjuguée. 

(';  Suite  à  la  Note  su/-  le  déplacement  injiniment  petit  d'un 
trièdre  attaché  à  une  courbe  (  .^ .  A.,  1919,  p.  i). 


(  ^ôy  ) 
On  a  donc  en  chaque  point   dune  ligne  de  cour- 
bure 'S  =  —'  Les  cctuations  M  deviennent 
'         >.  ^ 

^:?"  =  f)  sin  H, 
£  =6coslI, 
^  +  rfH  =  o. 

J^a  troisième  équation  exprime  que  les  nonnalies  des 
lignes  de  courbure  sont  dtheloppables,  ainsi  que  je 
lai  démontré  dans  un  Mémoire  non  encore  publié. 
Les  équations  (  L  )  deviennent  alors 

do  '=.?;/  -I-  n  ï , 

du  =  —  zp'. 

On  ne  peut  manquer  d  être  frappé  par  la  similitude  de 
tonne  de  ces  équations  avec  celles  de  Frenet,  surtout 

en  les  écrivant 

dn  =  —  z  p', 

dz'=  zn  -^gj\ 
dj  =  -g.'. 

Or  n  est  tangente  à  larète  de  rebroussement  F  de  la 
normalie  correspondant  à  la  courbe  G.  On  en  déduit 
que,  si  Ion  considère  deux  points  correspondants  P 
et  Q  sur  G  et  r  : 

i"  \^ix  tangente  ixn  point  ()  à  la  courbe  Test  normale 
à  la  surface  S  et  son  angle  de  contingence  (  z  )  est  égal 
à  l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines  à  la 
surface,  c'est-à-dire  à  l'angle  de  contingence  de  la  ligne 
de  courbure. 

2"  La  binormale  {  /  )  au  |)oint  i)  de  la  courbe  F  est 
perpendiculaire  au  plan  de  section  normale  |)assant 
par  la  tangente  en  V  à  la  ligne  de  courbure  et  Ya/igle 
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f/c  toi'sion.  (le  r  est  éga!  à  ran^le  de  ronlin^ciuc  i^i'-odi'"- 
sKjiic  (le  la  lii;ii('  C  an  jxnnl  corrcsponJaut . 

.')"  T. a  norinaU'  jnincipale  à  la  coui-lx'  ]"i  c  i  csi 
j)ai'allrlc  à  la  lani;cule  fn  P  à  la  lii;ue  (ic  coiirbiiie. 

11  résiilto  de  •->."  que  si  la  ligne  de  courbure  (î  esl  une 
lii;ne  <i(''odé.siqae  de  S,  la  eourbiire  géodésujue  de  celte 
courbe  élant  nulle  eu  eluujue  |)nint,  il  en  esl  de  même 
de  la  torsion  de  T.  Donc  F  esl  une  eourb*'  plane  el  j)ai' 
conséquenl  aussi  C.  Par  suite  : 

4"  Si  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  est 
en  niènu?  temps  ligne  géodésique^  celte  courbe  est 
plane. 

9.  Lignes  asyniptotiques.  —  On  a|»|)elle  lignes 
asyntplotiques  sur  une  surface  les  llfines  jioim'  lesquelles 
la  tangente  est  à  elle-même  sa  propre  conpign<-e.  On  a 
donc  dans  ce  cas  es  ^  u. 

Les  équations  (L)  deviennent 


clj  =■  —  g  'J —  n  s, 
dn  =  sy, 

et  les  foi'itiiiles  (  ^f  ) 

g  =  0  siiill, 

0  cosH  =  o. 

E  COSC3  =  T  -r-  d\\  . 

0  ut'tant  i)as  constamment  nul.  on  a  cosH  =  o  mi  H  =  —  • 

il  eu  résulte  c/H  =  o  et  par  suite  z  =    -  t.  g  ^=  0.   De 
sorte  que  les  foi-mule>  (  î^  )  ]>rennent  la  forme 

dn  =  —  -y. 
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forimilos  idenliqiit's  aii\  l'onmiies  (F)  où  Ion  icinpla 
cei'iiit  V  pi'.i'y  f"t  '/.  par  n.  On  \  oil  ([ue  : 

Le  tiièdi'e  normal  cV une  ligne  asymplotùjne  est 
foimt'  pai-  la  tangente  à  celte  courbe,  la  perpendi- 
culaire à  la  tangente  menée  dans  le  plan  tangent 
[normale  principale)  et  la  normale  à  la  surface 
{binormale  de  la  courbe). 

Il  en  résulte  de  nnnihrenses  conséqnences  : 

l.e  plan  oseulateur  d  une  ligne  asvmploliqne  est  le 
plan  tangent  à  la  surface. 

La  courbure  d'une  asvniplotique  est  égale  à  sa  cour- 
bure géodésique, 

La  torsion  d'une  asvaiptotique  est  égale  à  l'angle  de 
deux  normales  inlininienl  \oisines. 

Supposons  qu'en  un  point  les  deux  lignes  asynq)lo- 
licjues  soient  rectangulaires.  Désignons  par  un  accent 
les  arêtes  du  trièdie  normal  de  la  deuxième  courhe. 
On  aura 

i'  =:  j,  /'  =  —  i,  n'  =:  it, 

avec 

cU'  =  /h', 

df  =  —  t'  0'  -J-  II'  -', 
<:/«'=  —  y'^'. 

En  comparant  avec  les  équatiojis  pii-cédentes.  on  en 

déduit 

0  =  f)'.         -=t'  =  o. 

Donc,  en  un  point  de  la  surface  où  les  courbes 
asymptotiques  sont  reclanglaires  elles  ont  même 
angle  de  contingence  et  une  torsion  nulle. 

10.  Lignes  géodésiques.  —  On  appelle  ligne  gèo- 
dèsique  une  ligne  tracée  sur  une  surface  fie  manièi'c 
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qu'en  chaque  point  son  plan  osculateur  soit  normal  à 
la  surface. 

On  a  donc  pour  ces  li<;nes 

H  =  o,         dn  =  o. 

On  en  déduit  (M) 

^  =  o, 

6  =  £  sin  cp, 

T  =  —  £  coso 

et  les  équations  (^L  )  deviennent 

dp  '  =  /i  0 , 

'^'^  =  —  Op'  —  yi, 

({/•=   «T. 

La  première  équation  (M)  montre  que  la  courbure 
géodésiqiie  d'une  ligne  géodésique  est  nulle  en  chaque 
point. 

On  déduit  des  deux  autres 


=  v/o^+.^ 


Or  on  sait  que  \'^fï--\-~-  s'appelle  la  courbure  totale 
de  la  courbe.  On  en  déduit  que  la  courbure  totale  de 
la  courbe  en  un  point  est  égale  à  l'angle  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines  à  la  surface. 

Les  équations  (  L  )  sont  identiques  aux  formules  (F), 
sauf  que  le  triédre  o',  n,  j  est  à  gauche  au  lieu  d'être  à 
droite,  il  en  résulle  (jue  la  normale  à  la  surface  est 
normale  principale  de  la  courbe  et  que  le  plan  recti- 
fiant de  la  courbe  (c'est-à-dire  le  plan  perpendiculaire 
à  la  normale  principale  et  donl  la  caractéristique  est  la 
droite  reclifianlc)  esi  h>  pian  langrnl  à  la  sui'fa("e.  On 
en  (h'duit  (pie  : 

La  (Hreclion  conjuguée  (h'  la  tangente  à  une  géodé- 
sique  est  la  rectifiante  de  la  courbe. 
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Nous  nous  bornerons  à  ces  quelques  indications 
sommaires  que  nous  avons  d'ailleurs  développées  dans 
un  Mémoire  qui  paraîtra  peut-être  prochainement. 


[I3b] 

TROIS  DÉMO^S^IlATI0^'S  DES  THÉOIIÈMES  DE  FERIIAT 
ET  DE  WILSO^; 

Par    m.    Léon  PO.MEV, 
Ingénieur  des  Maaufaclurcs  de  l'Etat. 


Chacune  de  ces  démonstralions  établit  simulta- 
iKhnent  ces  deux  théorèmes  classiques,  qu'on  voit  ainsi 
découler  d'une  même  source  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  et  a  un  entier  non  c/ivi- 
siblepar  lui^  p  divise  a''"'  —  i  (Fermât)  et(/?  —  T)  !  + 1 
(Wilson). 

PREMUiRE    DÉMONSTRATION. 

Le  nombre  a,  étant  premier  avec  p,  a  pour  reste,  par 
rapport  au  module  premier  /?,  un  des  nombres  i,  2, 
3,  ...,/> — I  ;  autrement  dit,  p  divise  un  des  [p  —  1) 
nombres  (a  —  i  ),  (a  —  2),  ...,  [a — />-+-•)  et  ]>ar  suite 
leur  produit.  Ordonnons  celui-ci  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a\  en  désignant  par ^,  la  somme 
des  [p  —  i)  premiers  entiers,  par  S^  celle  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux,  etc.,  on  a  la  congruence 

(1)  a/'-'— Zia/'-2— :i:.2rt/'-2— ... 

On  en  obtient  d'ailleurs  une  analogue  en  remplaçant 
a  par  le  produit  k.a,  où  />   est    un   entier  quelconcpic 
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non  divisible  par />  ;  d'où 

(i)  A/'-i  aP-^  —  Zi  ki'-^-ai>-'-  -^  Z.hi-^aP-^  — ... 

—  'Zp-yka-r-  (p  —  I  )'.  Hso       [modp ). 

P».etraiiclions  membre  à  memljre  (i )  et  (2);  le  terme 
(p  —  i)!  disparaît,  et  l'on  j)eLit  diviser  le  résultat  par  a. 
11  reste  alors  fine  conyruence  de  degré  (/?  —  2)  en  «, 
laquelle  est  satisfaite  pour  (/?  —  i)  valeuis  incongrues 
deux    à    deux  (mod/>),    savoir  «^1,2,  ...,  (p — i). 

Or,  d'aj)rès  un  tliéorèine  bien  connu,  le  nombre  des 
racines  d'une  congruence  à  module  premier  ne  peut 
être  su{)érieur  à  sou  degré,  sinon  la  congruence  doit 
être  une  identité.  11  en  résulte  que  les  (p  —  i)  coeffi- 
cients de  la  congruence  considérée  doivent  être  tous 
divisibles  par  p.  D'où 

(3)  A/'~'  —  I  ^s^  o         (modp): 

(i  )     (/,/'-'-"  — i;X„  =  o        (mod/j),     (n  =  i,  9,  . .  . ,  p  —  2). 

La  congruence  (.5)  donne  le  théorème  de  Fermât 
(il  suffit  d'v  faire  /•=  a  pour  retomber  sur  les  notations 
de  l'énoncé). 

Les  congruences (4)  montrent  que  les(/j  —  2)  coeffi- 
cients 2i]|,  l^j,  ...,  Syj_2  sont  divisibles  par  p\  en  effet, 
si  l'un  deux  ]S„  ne  l'était  pas,  il  eu  résulterait  que  la 
congruence  /,i"-'-"  —  ieeee^o,  qui  est  de  degré  ip —  1  —  n), 
aurait  les  (/>  —  i)  racines  /.  =  1 ,  2,  . .  . ,  (/?  —  i),  ce  qui, 
d'après  le  tliéorème  rappelé  plus  haut,  est  impossible. 
Vax  tenant  compte  de  ces  divers  résultats,  la  con- 
gruence (  I  )  s(;  réduit  à 

\ -^  { ]>  —  i)!sso         (inod/?j, 

ce  qui  est  le  throrème  de  \\  ihoii  (dont  la  réciproque 
est  évidente)  (  '  ).  c.  u.  f.  d. 

('  )   Par  cette  iiiétliode.  les  tleux  lln-orèmes  (  Ft-niuil-W  ilson)  soul 


(  ^:5  ) 

PirM.vnoLK.  —  \oii5  avons,  en  outre,  obtenu  inci- 
(lejiimenl  ce  théorème  bien  connu  : 

THi;oui:\rE  A.  —  Les  fo?ictions  symc'trirjaes  simples 
-, ,  1\,  . . . ,  ï/,_2  des  (p  —  i)  premiers  nombres  entiers 
sont  di\isihles  peu-  p,  quand  ce  nombre  est  premier. 

On  en  déduit  immédiatement  \xm  proposition  ana- 
logue pour  les  sommes  de  puissances  semblables 
S,,  So,  . .  . ,  S^,_o  au  moyen  des  fornudes  de  Newton  : 

S„  —  Zi  S„_  1  -i-  i:,  S;,_.  —  .  .  .  ^  (—  I  )"  «  )L.n  =  n 
(/t  =  I,  2,     ...,/>  —  ■>.). 

DEUXIKMK    DlhlOXSTIîATION. 

J.KAiMK.  —  Les  sommes  S„  des  puissances  d  expo- 
sant n  des  (p — i)  premiers  entiers  sont  divisibles 
par  le  nombre  premier  p  pour  /?=  i ,  2,  . . . ,  /? —  ■>.. 

En  effet,  on  a 

( .r  -i-  I V  —  X"  =  Cl .r''-  ^-h  Cf,x"-^- -+-...—  C'/i-^ir  ~i. 

En  remplaçant  .x  successivement  par  i,  2,  .  .  .,  ( />  —  1) 
et  ajoutant  mendîre  à  membre,  il  vient 

^._  ,  ^  Cl  S„_,-- C^S,,-.,--. .  .-t- Cr' S,- (/v- I) 

ou 

C;,S„-,-r-Ci:S„..,H-...--C;r'S,ESiO         (n.o.I/>1. 

i'uisquc  S,=:i/^.^^ est   (h\isdjle   par />,  on   voit  (en 


démontrés  ai.niullanémeul  en  prenant  pour  base  le  ihéorcnie,  raj»- 
])elé  dans  le  texte,  sur  les  congrueiices.  An  coulraire  (à  ma  con- 
naissaïK'c)  les  démonstrations  qu'on  donne  du  lliéorcme  de  Wilson 
en  se  fondant  sur  l'emploi  du  théorème  en  (pieslion  supposent  ton- 
jours  en  outre  le  llnjorème  de  l'ermat  démontn-  ;iti  préaluijlc  par  une 
auli'C  voie. 


(  '■'^1^  ) 

faisant  ensuite  n  =  2,3,  . . .  )  qu'il  en  est  de  même  pour 

Oo,   ^:i<    •  •  •  1    ^p-2- 

DEMONSTRATION.  —  Ayant  obtenu  comme  ci-dessus 
la  congruence  fondamentale  (2),  remplaçons-y  succes- 
sivement /.•  par  I,  2,  ...,  [p  —  1  ),  et  ajoutons  membre 
à  membre  ;  d'où 

—  S/.aSir/  -}-  (/)  — 1  )i  .2.  ..(/)  —  [)  =  0. 

En  vertu  du  lemme,  {ctle  cougruence  se  réduit  à 

(6)  S/;-, «/'->  — (/>—!)!  =  0; 

d'où,  pour  rt  :^i , 

(-)  S/,_i  — (/*  — I  )1  =  o. 

En  vertu  de  ("),  la  congruence  {())  devient 

(8)  a/'-' — \  ^si  o         (inod/>), 

ce  qui  est  le  théorème  de  Feiiiiat.  Inversement,  en 
vertu  de  (8),  les  [p — i),  termes  dont  S„_,  représente 
la  somme,  sont  congrus  à  i  ;  d  où 

OU 

(9)  S,,_,  =  — I. 
Donc  (7)  devient 

n-  (a»  —  O-  ^  Oi 
ce  qui  est  le  théorème  de  \\  ilson. 

RiîMAUQL'E  1.  —  On  déduit  <\i;<ilemeiU  de  là  sans 
peine  le  théorème  A. 

En  elTet,  en  combinant  les  congruences  (<i)  et  (çj), 
on  trouve 

(10)  «/'    '  ^  (/>  —  i)!  =  o. 


(  377  )     ■ 

Par  SLiile  (i)  devient  une  congruence  de  degré  (y; —  2) 

en  rt,  qui  a  [p  —  1)  racines;   c'est  donc  une  identité; 

doù 

I,,~^.  =  ...^Zp-.^=o        (moôp). 

Re.mauque  II.  —  Ce  lliéorème  A  pourrait  aussi  être 
déduit  directement  du  lemme  (par  exemple  au  moyen 
des  formules  de  Newton  j.  Alors,  en  vertu  de  ce  tliéo- 
rème  ainsi  démontré,  la  coni^ruence  (i)  se  réduit  à  la 
congruence (10);  celle-ci,  poura  =  i  ,donnele  théorème 
de  Wilson^  lequel,  inversement,  combiné  avec  (10), 
fournit  le  théorème  de  Fermât. 

C'est  là  encore  une  autre  démonstration  des  deux 
théorèmes,  mais  déjà  connue,  comme  je  l'ai  vu  après 
coup.  Elle,  est  moins  simple  que  les  précédentes, 
puisque,  contrairement  à  celles-ci,  elle  s'appuie  à  la 
fois  sur  le  lemme  et  sur  le  théorème  A. 

TROISIÈME    DÉMONSTRATION. 

La  congruence  (2),  obtenue  comme  ci-dessus,  peut 
s'écrire 

(E/,)      /l/'  -'«/^-l— Si/L/-'-2rt/'-2_i-S,/,/'-3a/'-3  — .  . . 

en  désignant  par  to  la  factorielle  (/>  —  i)I  et  par  m^  un 
certain  entier. 

En  faisant  successivement  /»■  ;=  i ,  2,  . .  .  ,  [p —  i),  nous 
obtenons  (jry  —  i)  relations  Ej ,  E2,  . . . ,  E^_i,  que  nous 
considérerons  comme  des  équationslinéairesfournissanL 
(par  la  règle  de  Cramer)  les  valeurs  des  (yj —  i)  quan- 
tités «/'-',  «/'--,  . ..,  a.  Le  déterminant  Dq  des  coeffi- 
cients de  ces  quantités  peut  s'écrire  abréviativement  : 

en  convenant  que  les  éléments  figurant  dans  la  paren- 
Aiin.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XI\.  (Octobre  1919.)  29 
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thèse  représentent  les  é]»;ments  de  la  /"'"'^  ligne  du 
déterminant,  et  que  les  i'^,  ?/.  ...,  (p  —  jy'"""  lignes 
se  déduisent  de  celle-là  en  y  faisant  /,==  i ,  2.  .  .  . .  />  —  i . 
On  peut  mettre  en  facteur  — l',,  ^o,  ....  —  S;,_o.  ainsi 
que  le  nombre  i  dans  la  1"^  ligne,  2  dans  la  ■2'\  ..., 
/.•  dans  la  /,''''"",  etc...;  donc,  en  tout,  le  produit  (y>  —  i)I 

Posons 

/'-i 

(— ::,)S2.--(-^/.-2)=S  ou  (-1)     -     (ZiE,...S,,_3,  =  S. 

On  a 

Do=  SraV, 

en  désignant  j>ar  \  un  déterminant  de  \  andermonde 
qu'on  peut  écrire,  suivant  notre  convention  : 

V  =  D(^/'-2.  A-i'-^'i,  ...,  i). 

(^uand  on  remplace  dans  D„  les  éléments  de  la  j)re- 
mière  colonne  |)arles  seconds  membres  {ttikp  —  ^)  des 
équations  (E/,  ),  on  obtient  le  déterminant 

D,=  D{m,:p  —  m.  —  S,/c/'-2,  S.2/''-•^  ...,  -^/,_a/0, 

et  l'on  a 

l>o 

Or,  IJ,  est  évidemment  nne  somme,  savoir  : 
D,=.D(m/,/>.  -^,/./'-2,   ....  ~-^,,-,/c) 

Le  premier  terme  est  le  produit  de  (/vS)  par  un 
certain  déterminant  D[ 

D'j  =  D(/;i/„  /./'-^   .  .  .,  Aj. 

Dans  le  second  terme  de  I),.  faisons  passer  la  pre- 
mière colonne  à  la  droite,  ce  qui  ne  fait  que  multiplier  le 
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déterminant  |jar(  —  ^)P~~-,  et  mettons-v  encore ( — toS) 
en  facteur.  Puisque  ( — 1)/'--  =  —  i,  ce  second  terme 
devient  finalement  =  S rnV  r=D„.  On  a  donc 

D,  =  /.SD;-Do: 
dou 

Or.  le  premier  membre  est  un  entier;  il  en  est  donc 
de  même  du  dernier  terme;  mais  m  et  A  sont  évidem- 
ment premiers  avecp;  donc  Dj  est  divisible  parnrX, 
ce  qui  donne  le  tlircnème  de  Fernint 

rt/'-i  =b  I  (mody?;. 

Supposons  maintenant  (jue  les  inconnues  des  {p  —  i) 
équations  linéaires  (Ea)  soient  les  quantités  ciP—'-, 
aP—'-^,  ....  rt,  rry.  Le  déterminant  Ap,  de  leurs  coefficients 

est 

Ao=Dr-ii/./^-2,  -^z,/.i'--',  ...,  -i:,,_2/M  1), 

ou  visiblement  A„  =  S\  . 

Remplaçons-v  les  éléments  de  la  deinière  colonne  de 
droite  par  les  termes  supposés  connus  des  équations 
^^Ea),  savoir  (^/yj/t/? — hP~^  aP—^  ).  En  tenant  compte  du 
théorème  de  Fermât,  ceux-ci  deviennent  {ni,,p  —  i), 
où  m^  désigne  un  nouvel  entier.  On  a  donc 

A,  =  û(-:s, /./-=,  ....  — :5:/,_2/w  m/,p  —  i) 

=  pS  D(ki'-\  . . . ,  /.,  m',,)  —  SV, 
et  tn  a  pour  expression 

m  =  —  =  ^.  Y)(  /,"-  2:   .  .  .  ^  /.,  1)1,,)  —  I. 

On  voit  comme  ci-dessus  que  \  ,  ])reinier  avec  y>.  doit 
di\iser  D  (/./'--,  .. . ,  /«/,  ). 

JJ'où  le  théorème  de  \\  ilson 

{p—ï)'.si—\         (niotl/?).        G.  g.  F.  D. 
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Remarque.  —  En  tenant  compte  des  deux  tliéorèmes 
de   Fermât   et   de   Wilsoo,   et   faisant  a  =  i,  (E^)   se 

réduit  à 

—  ZikP-'^^Z.JcP^^  —  .  .  .  — Sp-,/.  =  M/,/>, 

OÙ  Ma  désigne  un  nouvel  entier.  INe  donnons  à  /v  que 
les  valeurs  de  i  à  (p — 2)  inclusivement. 

Résolvons  ce  système  de  (p  —  2  )  équations  linéaires 
par  rapport  à  Sj,  So,  . . . ,  S^-o. 

Le  déterminant  de  leurs  coefficients  est 

T(,=  D(— A/'-2, /./^-^  .,.,_/.)  =  (_i)  2  ^D(^/^-^  ...,i)^ 

ce  dernier  déterminant  est  un  déterminant  de  V  ander- 
monde,  dont  évidemment  aucun  facteur  n'est  divisible 
par  JK 

On  aura  alors 

1  0 

en  désignant  par  T„  le  déterminant  obtenu  en  rem- 
plaçant dans  Tq  les  coefficients  de  l,i  par  les  seconds 
M-aP-  On  peut  donc  mettre  p  en  facteur  dans  T,j. 
Puisque  Tq  n'est  pas  divisible  par  p,  on  a  S„  ^  o 
(modyy),  pour/2i=i,  2,  ...,  p — 2.  Nous  retrouvons 
ainsi  le  théorème  A. 


[M'2a] 

OVELOPPIÎ  DES  PLANS  l»ES  FACES  DES  IIEXAÈDHES  DONT 

LES    DLAGONALES    SONT    PORTEES    PAR    DES    DROITES 

DONNÉES  ; 

Par  m.  g.   FONTENÉ. 


1. 

1.    Lkmme.  —  Etant  données  dans  l'espace  quatre 
droites  a.    [j,  y,  0  qui  forment  deux  groupes  (a,  y) 
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et  (P,  o),  si  Von  prend  sur  ces  droites  quatre  points 
quelconques  A,  B,  C,  D,  un  peut  se  proposer  de 
trouver  sur  ces  mêmes  droites  quatre  points  A',  B', 
C,  D'  tels  que  les  quatre  quadrilatères 

(i)  V'C.DB',     li'D.AC,     C'A.HD'     D'B.CA', 

c]ui  forment  une  cliaine,  soient  des  quadrilatères 
plans;  ce  problème,  cjui  semble  bien  posé  est  géné- 
ralement impossible.  Les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
doivent  vérifier,  sur  les  droites  a,  ^3,  y,  o,  une 
relation  qui  est  quadratique  par  rapport  éi  chacun 
d'eux,  et  le  problème  a  alors  une  infinité  de 
solutions.  Si  Ion  se  donne  les  quatre  droites,  les 
chaînes  de  quadrilatères  dont  il  s'agit  dépendent  de 
quatre  paramètres,  connue  si  le  paradoxe  n'avait  pas 
lieu,  le  paramètre  perdu  pour  les  points  A,  B,  C,  D  se 
retrouvant  pour  le  point  A'. 

Dans  la  figure  ci-dessous,  on  doit  supposer  ici  que 


les  deux  quadrilatères  ABCD   et  A'B'C'D'.   qui    ont 
pour   diagonales   AC  et  BD,   A'C  et  B'D',   sont   des 
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qiiadiilatères  gauches.  I^a  nictliode  de  correspondance, 
appliquée  à  la  recherche  du  point  A  qui  réalise  les 
plans  (i),  montre  que  le  problème  estdir  second  degré; 
or,  on  en  connaît  a  priori  deux  solutions  qu'il  faut 
rejeter  :  dans  l'une,  on  met  A'  en  A,  C  en  C,  les  deux 
premiers  plans  (i)  se  confondent  avec  le  plan  AG.  1)  qui 
détermine  B',  les  deux  derniers  plans  (i)  se  confondent 
avec  le  plan  AC.B  qui  détermine  D' ;  dans  l'autre,  on 
met  B'  en  B,  D  en  D  ....  —  Pour  voir  que  la  rehilion 
entre  les  points  A,  B,  C,  D  est  quadraticpie  par  rapport 
à  chacun  de  ces  points,  on  se  donne  les  ]ioinls  B  et  iJ, 
le  point  A,  el  Ion  cherche  C;  on  peut  se  donner  A', 
puisijue  G  n'  en  dépend  pas  ;  la  méthode  de  correspon- 
dance, appliquée  à  la  recherche  du  point  C  qui  réalise 
les  plans  (i),  montre  que  le  problème  est  du  second 
degré . 

2.  On  siqjposera  ici  que  la  figure  représente  un 
liexaèdre,  et,  pour  l'énoncé  qui  suil,  nous  échanf^erons 
les  notations  B  et  B',  de  sorte  que  les  arêtes  issues 
de  D  seront  DA,  DB,  i)G. 

Théoiœme.  —  Les  hexaèdres,  dont  les  diagonales 
AA  ,  BB',  CG  ,  DD  sont  portées  par  quatre  droites 
données  a,  [i,  y,  o,  dépendent  de  deux  paramètres  ; 
les  plans  des  jaces  forment  trois  séries  liées  aux  trois 
groupements  (o  a.  I^iy),  (ô  î^,"'^),  ••••  '"^'^'DA,  DB,  DG 
sont  trois  arêtes,  V enveloppe  des  plans  l>BA  (î 
et  D'B'AG'  (diagonales  DA'  et  BG,  D'A  et  B'G') 
est  une  surface  Sj  de  huitième  classe,,  ayant  comme 
droites  doubles  les  quatre  droites  données;  les 
plans  DGB'  A  ont  de  même  pour  enveloppe  une  sur- 
face So...,  les  plans  DAG  B  et  D'A'GB  ottt  pour 
enveloppe  une  surface  S3. . ..  —  La  correspondance 
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entre  les  plans  de  deux  faces  opposées  de  V hexaèdre 
est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  ehacun  d'eux. 

As-ec  les  notations  de  la  figure.,  le  plan  ABCD 
dépend  de  deux  pivrainètrcs  pour  que  la  chaîne  de 
(juatre  (piadrilalères  plans  du  lenitne  existe,  et  celle 
chaîne  dépend  alors  d  un  paramètre;  on  dispose  de  ce 
paramètre  pour  (}ue  ic  (piadrilalère  ABC  JJ  soil 
aussi  un  (piadrilalère  plan;  d  reste  bien  deux  para- 
mètres pour  riiexaèdic. 

Toujours  avrc  les  notations  de  la  lii;ure,  les  abscisses 
des  points  A,  B,  C,  IJ  sur  les  droites  a,  |j,  y,  o  vérifient 
dans  le  cas  le  j)lus  i;éuèral  une  relation  de  la  l'orme 

\ .7- 1'- z- r- -I- . . .  =  O. 

Supposons  ces  points  dans  un  même  plan  (sans  avoir  à 
su|)poser  qu'il  en  est  de  même  des  points  A  ,B\  C  ,  D'), 
et  cherchons  combien  de  ces  plans  passent  par  une 
droile  donnée  A,  intersection  des  jdans  P  =r  o,  (^  =  o. 
Soit  P  -!-  ini}  =  o  l'équation  d'un  tel  plan.  La  relation 
entre  x  et  m  est  doublement  linéaire,  de  même  celle 
entre  y  et  /», ....  et  l'on  doit  avoir 

a  m  -;-  I)  fin  -^  i;' 

X  =  .,  -■       ■ 


-r-  et  •  hin-r-k 

on  a  ainsi  l'équahon  en  ///. 

A  iam  -:-  t) y- i  fin  -{-  g)-.  ..-\- . ..  —  o, 

([ui  est  du  iiuiiième  deijré. 

Si  la   droite  A  rencontre  la  droile  a  en  un  point  Aq, 
la  relation  entre  x  et  ///  [)rend  la  tonne 

( a?  —  .To ) (  m  —  /»o .)  =  o, 
Xo  correspondant  au   |)oint  A,,,  ///„   correspondant  au 
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plan  (A,  a)  ;  on  a  alors 


€t  il  faut,  dans  l'équalion  en  /;?,  remplacer  ain  -\-  h 
par  .r„  [m  —  ''^»),  cm  -h  d  par  m  —  ^n^y  ;  cette  équation 
prend  la  forme 

(■  m  —  «i,,  )2  \S.xl  (  fin  +  ,§'■  )2. .  .H- . . .]  =  o  : 

deux  des  huit  plans  se  confondent  avec  le  plan  (A,  a). 
Cela  montre  que  la  droite  a  est  une  droite  double  de  la 
surface  enveloppe,  et  l'on  s'en  rend  compte  aisément  : 
un  plan  mené  par  a  coupe  les  droites  jS,  ^',  o  en  des 
points  B,  C,D;  soit  A  un  point  de  a;  en  mettant  B  en  B, 
C  en  C,  D'  en  D,  A'  en  un  point  quelconque  de  a,  on 
réalise  les  quadrilatères  plan  de  l'écriture  (i);  le  plan 
€n  question  doit  être  assimilé  à  un  plan  tangent  à  la 
surface  enveloppe. 

Par  une  droite  A  qui  remonte  deux  des  quatre  droites 
données,  on  peut  mener  quatre  [)lans  tangents  à  chacune 
des  trois  surfaces  S;  ceci  permet  de  voir  que  la  corres- 
pondance entre  les  plans  de  deux  faces  opposées  de 
l'hexaèdre  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  chacun 
d'eux.  Si  l'on  se  donne,  avec  la  notation  transformée, 
le  |)lan  IJBA  C  tangent  à  la  surface  S(,  l'arête  13C,  par 
exemple,  est  déterminée;  par  celte  droite,  qui  ren- 
contre 0  et  y,  on  peut  mener  à  la  surface  S^  quatre 
plans  tangents  donnant  des  quadrilatères  ]  )CB  A,  et 
chacun  de  ceux-ci  donne  un  quadrilatère  !)AC'B,  par 
suite  un  plan  D'B'AC.  F^^ étude  de  la  congruence 
fovDU'e  par  les  di'oites  d^  intersection  A,  des  plans  des 
faces  opposées  DBA'C  et  D'B'AC  serait  sans  doute 
assez  difficile. 
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II. 

3.  Revenons  aux  conditions  du  lemme;  mais,  au  lieu 
de  partir  des  droites  a,  [3,  v,  o,  pour  considérer  les 
points  A,  B,  C,  Dqui  donnent  la  chaîne  (i  )  de  quadri- 
latères plans,  partons  des  points  A,  B,  C,  D,  non  sup- 
posés coplanaires,  et  considérons  les  droites  a,  |j,  *',  o: 
la  relation  entre  ces  droites  est  celle-ci  :  Les 
plans  (AC,  a),  (AC,  y)  et  (BD,  [:!),  (BD,  o)  doUeiit 
être  tels  que  les  rapports  anhannoniques  des  deux 
faisceaux  des  plans 

ACriJ,  D,  2,-;,)     et     BD(A,  G,  p,o) 

soient  inverses. 
On  peut  écrire 

AG(B,  D,a,7)=  BD(C,A,  3,  ôj, 

chacun  des  deux  nombres  se  déduisant  de  l'autre  par 
permutation  circulaire  des  lettres. 

Les  quatre  droites  AC,  BU',  (LA',  DB'  déterminent 
unquadrilatère gauche  MJNPQ  et  l'ou  est  ramené  à  ceci: 
Etant  donnés  quatre  points  A,B,  C,  D  sur  les  côtés 
cV un  quadrilatère  gauche  M>«PQ,  on  a 

(•2j  ACMÎ,  D.  PO,  M\)=  BD(C,  A.  QAI,^P). 

Evaluons  le  premier  rapport  anharmonique  sur  la 
droite  BD,  le  second  sur  la  droite  AC.  Menons  pour 
cela(/«-.  2)  les  deux  droites  Q  Q' Q"  etNN'N"  ren- 
contrant AC  et  BD.  Les  plans  ACPQ  et  ACMN, 
ou  ACQQ'  et  ACjNIN'  rencontrent  la  droite  BD  aux 
points  Q'  et  N",  et  le  |)remier  des  deux  rapports  anhar- 
moniques  ci-dessus  est  égal  à  celui-ci  :  (B,  D,  Q",  N"); 
l'autre  est  de  même  égal  à  celui-ci  :  (C,  A,  G',  N');  or 
chacun  de  ces  deux  rapports  anhannoniques  est  égal  à 
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celui  des  quatre  plans 

QN(B(:,  DA,  Q"Q',  N"N'). 

(Ce  rapport  anliarinoiiique  est  celui  des  quatre  droites 
BC,  DA,  QO"Q',NrS"N',  génératrices  (ruiimêuie  sys- 
tème d'un  hyper])oloïde,  puisqu'elles  renconlreal  les 
tiois  droites  BD,  CA  el  QN.) 


Autrement  :  si  Ton  prend  comme  tétraèdre  de  réfé- 
rence le  tétraèdre  ABGI),  les  coordonnées  des  points  M, 
N,  P,  Q  sont  de  la  forme 
{a^  ù,  c,  d)^    (ma,  b,  c,  d),    {ma,  mb,  c,d)^    (ma,  mb,  me,  d), 

le  point  (^  ramenant  au  |)oinl  M  par  ma,  mh^  inc^  ind\ 
les  équations  des  deux  faisceaux  de  plans  (2)  sont 


t  =  f>. 


■-  =  m  -, , 
t  d 


et 


r  _  6 

t  ~  d 

z  i    c 

X  m  a  ' 


les  deux  rapports  anliarmouiques  ont  |)our  valeur  — 

La  droite  MiN,  qui  passe  en  A,  perce  le  planBCDen 
un  |)oinl  A),  ...  ;  on  a 

(  V.  Al,  M,  N)  =  (H,15;,N,  V )  =  ...  =  ...=  m; 

en  ellet,  les  quatre  premiers  points,  par  exemple,  sont 
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clans  les  plans 


y        b         y  h 


Lorsque  A.  B.  G.  \)  sont  dans  un  même  plan, 
l'énoncé  donné  plus  haut  est  illusoire;  le  suivant 
convient  dans  tous  les  cas:  En  divisant  d'une  part  le 
rapport  des  distances  des  points  B  e^  D  au 
plan  (AC,  a)  par  le  rapport  analogue  pour  le 
plan  (Ad,  y),  d'autre  part  le  rapport  des  distances 
des  points  A  et  C  au  plan  (BD,  ,3)  parle  rapport 
analogue  pour  le  plan  (BD,  o),  on  doil  avoir  deux 
quotients  inverses. 

III. 

4.  Etant  données  quatre  droites  dans  l'espace,  on 
aurait  des  faits  corrélatifs  des  précédents;  on  consi- 
dérerait en  particulier  des  octaèdres  dans  lesquels  les 
droites  d'intersection  des  plans  des  faces  opj)osées 
seraient  les  droites  en  question. 

IV. 

o.  Si  les  quatre  droites  a,  |j,  •',  o  sont  celles  qui 
portent  les  côtés  d'un  (juadrilatère  gauche,  en  se 
donnant  à  volonté  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  les 
chaînes  de  quadrilatères  du  lemme  donné  au  début 
dépendent  d'un  paramètre  ;  en  effet,  dans  les  deux  plans 
(a,  p)  et  (^v,  o),  on  a  deuxquadrangles  ABA  B  et  D'C  DC 
doni  les  côtés  correspondants  doivent  se  couper  sur  la 
droite  d  intersection  des  deux  plans  :  comme  cela  a 
lieu  pour  les  côtés  AA  et  D'D,  BB  et  C  (^,  il  reste 
quatre  conditions  qui  se  réduisent  à  trois  par  un  lait 
d"in\  olution,  et,  après  avoir  choisi  les  points  A,  B.  C,  JJ, 
on  peut  mener  par  AB  un  plan  quelconque  qui  donne 
les  points  C  et  I)',  puis  le  plan  BCD'  qui  donne  A  ,  le 
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plan  CDA'  qui  donne  B',  et  le  plan  DAB  contient  le 
point  C.  —  Dans  les  mêmes  conditions,  les  hexaèdres 
dont  les  diagonales  sont  poi'tées  par  les  quatre  droites 
a,  |îi,  y,  0  dépendent  de  quatre  paramètres  :  trois  pouj- 
le  plan  ABGl),  un  pour  le  plan  ABG'D';  l'existence 
des  trois  plans  C'D'AB,  ABCD,  CDA'B  assure  celle 
du  plan  A'B'GD'. 

Ce  même  système  de  quatre  droites  donne  lieu  à  des 
faits  corréîalit's. 

V. 

6.  Le  système  des  quatre  droites  qui  portent  les 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  est  un  cas  de  dégéné- 
rescence de  la  quartique  gauche  résultant  de  l'inter- 
section de  deuxquaiticpxes.  On  auraitdesfaitsanalogues 
à  ceux  du  paragraphe  IV  en  substituant  une  telle  courbe 
au  système  des  quatre  droites  ;  la  représentation  para- 
métrique au  moyen  des  fonctions  elliptiques  peut,  en 
effet,  se  faire  de  manière  que  la  condition  de  coplana- 
rité  de  quatre  points  de  la  courbe  soit 

tli  ^-  «2  +   "3  -r-  »4  =  O, 

et,  pour  le  lemme,  les  quatre  conditions  relatiyes  aux 
arguments 

(a,  h  ,  c' ,  cl' ),     (b,c,d\a'),     (c,d,a',b'),     (d.a,fj',c') 

se  réduisent  à  trois,  comme  on  le  yoil  en  additionnant 
d'une  part  la  première  et  la  troisième,  d'autre  part  la 
seconde  et  la  quattième. 

Le  système  des  quatre  droites  qui  portent  les  côtés 
d'un  quadrilatère  gauche  estaussibien  un  cas  de  dégéné- 
rescence de  la  courbe  gauche  de  quatrième  classe  dont 
les  plans  osculateiirs  touchent  deux  quadriques,  et  une 
telle  courbe  donnerait  lieu  à  des  faits  corrélatils  des 
précédents. 
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Il  existe,  comme  on  voit,  une  courbe  gauche  qui  est 
d'une  part  l'intersection  de  deux  cjuadriques,  et  dont 
les  plans  osculateurs  sont  d'autre  part  tangents  à  deux 
quadriques;  son  ordre  et  sa  classe  sont  égaux  à  4,  son 
rang  est  égal  à  5.  Elle  est  l'intersection  de  deux  qua- 
driques qui  ont  en  un  point  un  contact  dune  nature 
sjjéciale,  ses  plans  osculateurs  sous  les  plans  tangents 
communs  à  deux  quadriques  ayant  également  un 
contact  d'une  nature  spéciale;  elle  a  un  point  cuspidal 
et  un  plan  surosculateur.  Cajley  a  montré  que  les 
points  de  la  courbe  correspondent  aux  formules 

X  y  ^         t 

}.'*        a  X-        6  À        c 

(Salmon,  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions, 
t.  II,  p.  io(3  de  l'édition  française);  il  en  résulte  que  la 
condition  pour  quatre  points  de  la  courbe  d'être  dans 
un  même  plan  se  traduit  par  la  relation 

>-l-^  Ào—   /.3—  >-4=   O. 

Le  plan  osculateur  au  |3oint  A  a  ses  coordonnées 
données  par  la  formule 


u 

V 

(r 

r 

I 

—  6 

S 

—  i 

À* 

«À- 

6a 

c 

de  sorte  que  la  condition  |)our  quatre  plans  osculateurs 
fl'avoir  un  point  commun  se  traduit  par  la  relation 


^*ous  appellerons  celle  courbe  une  quar  tique 
gauche  de  Cayley.  Elle  donne  lieu  à  des  faits  analo- 
gues à  ceux  du  paragrapbe  W  ,  etii  des  faits  corrélatifs. 

7.  Salmon  a  signalé  une  quartique  gauche  didérente 
de  celle  qui  est  l'intersection  de  deux  quadriques  :  la 
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qaar  tique  gauche  de  Salinon  est  rinlersection  diine 
qiiadriqiie  et  d'une  suriace  cubique  avant  en  commun 
deux  droites  non  siuiées  dans  un  inènie  plan.  Celte 
courbe  est  unicursale,  mais  la  condition  de  coplanarité 
de  quatre  jjoints  ne  peut  se  mettre  sous  la  (orme 

Al  —  Ào-i-.  ..  =  O 

que  si  la  courbe  se  confond  avec  une  quartique  cjaucbe 
de  Cayley. 

J'observe  d'abord  que  pour  une  cubique  plane  à  point 
double  représentée  paramétriquemenl,  la  condition 
d'alignement  de  trois  points  de  la  courbe  est  de  Ja 
forme 

AXi/oAs-r-  B(XiAo-H.  ..)-t-  G(  Xi-4-...)-i-  D  =  o; 

si  l'on  clierche  à  la  mettre  sous  la  forjne 

;j.,  +  ;j.2  -r-  ;j.3  =  const. , 
en  posant 


on  trouve  d'abord 

A  m»-;-  Z  B  m-  -f-  i  G  /«  -^  I>  =  o, 

puis  une  condition  qui,  en  tenant  compte  de  la  précé- 
dente,   et    après    suppression    du    facteur    a  —  />,    se 

réduit  à 

A  m-  -+-  2  Viin  -I-  C  =  o  ; 

l'équation  du  troisiévne  dejj;ré  en /y/  doit  donc  avoir  une 
racine  double,  c'est-à-dire  que  parmi  les  droites  qui 
rencontrent  la  courbe  en  trois  points  confondus,  a\ec 
même  valeur  de  a,  deux  sont  confondues;  le  point 
doidile  doit  être  pour  cela  un  point  de  rebroussemenl. 
La  courbe  est  alors  de  troisième  ordre  et  de  troisième 
classe,  elle  a  un  point  de  rebroussemenl  et  une  t an- 
ge n  te  d  inflexion . 

Pour  une  quartique  gauche  de  Salmon,  la  condiliou 
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de  coplanarité  de  quatre  points  de  la  courbe  est 

—  CrA,X2-^...j-4-D(Ài— ...)-^  E  = 
si  ronclierclie  à  la  mettre  sous  la  forme 

•J.l  -^   1^2-!-  y- .5  -+-  [J.;  =  COUS  t., 

en  posant 


on  trou\e  d'aJ)ord 

A  i/i^  -!-  4  B  m^  -4-  (i  G  7/1-  -T- . . .  =  o. 

puis  une  condition  (jui.  en  tenant   compte   de   la  pré 

cédente,  et  après  la  suppression  du  iacteur  (a  —  />)-,  se 

léduit  à 

A  m^  -f-  3  l!  m-  -^  3  C  7?i  -r-  1>  =  o. 

et  enfin  une  condition  f[ui,  en  tenant  compte  des  précé- 
dentes, et  après  suppression  du  facteur  (a  —  /;-),    se 

réduit  à 

A  m-  —  ■).  iJ  ni  -^  G  ==0  ; 

léquatioii  du  quatrième  degré  en  ///  doit  donc  avoir 
une  racine  triple.  La  courbe  est  alors  une  quartique 
gaucbe  de  Ca^ley. 


[H12d][I13ba] 

OBSEUVATIOXS  SLII  LES  TIUWGLES  l{i:CTA\GLES 
EX  \01IBRES  E.M iEKS  El  LES  SUTES  »E  FIIJOWCCI  ; 

Pau  m.  G.-A.  LAISA.NT, 

Rédacteur. 


I.   On  sait  que  les  côtés  a,    h,  c  d  un   triangle  rec- 
tangle   en    nombres     entiers     sont     donnés    par    les 
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relations 

r/  =  P2  — N%         6  =  2PN,         r  =  p2  4-NS 

P  et  N  étant  deux  entiers  quelconques.  Si  P,  N  sont 
premiers  entre  eux  et  de  parité  différente,  le  triangle  («, 
/>,  c)  est  primitif.  S'ils  sont  de  même  parité,  les  trois 
côtés  sont  pairs,  le  triangle  est  non  primitif.  On  doit 
toujours  avoir  P>>]N. 

En  posant  P  —  N  —  M,   P  +  ^  =  G,   on  obtient  la 
suite  de  Fibonacci  de  quatre  termes 


M,     N,     P, 

Q, 

et  par  suite 

a  =  QM, 

b=^'-''\ 
•j. 

■2 

Delà 

Mû=c-  b. 

^2 

_--«,         p. 

^-^",               0^: 

Si,  prolongeant  la  série,  et  formantlesgroupessuccessifs 
de  quatre  termes  (MN  PQ),  (NPQR),  ...,  on  en  dédnit 
les  triangles  correspondants,  on  en  aura  une  suite  indé- 
linie,  dans  laquelle  deux  sur  trois  seront  primitifs,  le 
troisième  ayant  ses  côtés  pairs,  puisque  sur  trois  termes 
consécutifs  de  la  suite  indéfinie  MNPQ,  ,..,  il  y  en  a 
toujours  un  qui  est  pair. 

Nous  pouvons  facilement,  qu  ils  soient  tous  deux  pri- 
mitifs ou  non,  établir  entre  deux  triangles  consécutifs 
des  relations  qui  se  déduisent  immédiatement  de  celles 
qui  précèdent.  Soit  en  effet  (a\  6',  c)  le  triangle  qui 
correspond  à  la  suite  NPQH. 

Nous  aurons 

]\-=   c  —  0  ,  P2  =  ,  Q^  —   . 
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Donc 

,       ,,       c  —  a               .         ,                             c  -T-  a' 
c  —  o  =  —  ,  c  —  a  =  c  -i-  a,  =  c  -~  b. 


3r 


ce  qui  donne 

a'  —  b  -', ,  b'  —  a  ^  b  -\-  c.  c  ^=  b 

■), 

el  de  là 

b'         ,  b 


La  différence  a reste  donc  constante,  au  signe 

2  ^ 

près;  et,  par  coriséquent,  les  triangles  successifs,  dont 
les  côtés  augmentent  indéfiniment,  sont  tels  que  le 
rapport  de  h  à  a  tend  vers  2,  quelle  que  soit  la 
suite  MNPQ  qui  a  été  employée  pour  la  formation  du 
premier  triangle.  C'est  ce  que  nous  pouvons  facilement 
vérifier  sur  la  suite  1 ,  i,  2,  3,  5,  8,  i3,  21 ,...,  qui  nous 
donne  le  Tableau  ci-dessous  : 


M. 

N. 

\\ 

0. 

a. 

b. 

c. 

I 

I 

1 

3 

3 

î 

5 

I 

1 

3 

5 

5 

12 

i3 

i 

3 

5 

8 

i(i 

3o 

34 

3 

5 

8 

i3 

39 

80 

89 

") 

8 

i3 

II 

io5 

•>.o8 

•233 

S 

r3 

•21 

34 

•272 

546 

610 

i3 

•21 

34 

55 

7'^ 

1428 

'597 

■i\ 

31 

5J 

^9 

18G9 

3740 

4181 

On  peut  comparer  les  valeurs  de  Q  de  rangs  pairs  (5, 
.i3,  34...)  avec  les  valeurs  successives  des  hypoté- 
nuses C. 

!2.  A  la  suite  MNPQ,  substituons  celle-ci   après,  où 
les    deux    premiers   éléments   M,  N    sont    permutés  : 
Ann.  de  Mathéniat.,  !\'  série,  L.  \IX.  (Oclobie  njiy.)  00 
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NMPQ.  Si  (a,  b,  c)  {a\  b\  c)  son»  les  triangles  res- 
peclifs  conespondrints,  nous  avons 

..»  I        c — et!  ,,„       c  —  a         , 

M2=c  — 6=   ,  N2=  ^c'—b, 

•i.  •>, 

p,  _  c  -f-  rt  _  c'  -\-  a 


Delà 

,       a-\-ib  —  c  ,,                -  ,       a  —  ib-T-'ic 

a  =  ,  h  ■=.  a  —  y-l-c,  c  ■—  > 

OU 

,        c  —  a             , ,                       ,  ,       rt  +  3  c        , 

a  ■=■  b  —  ,  b  =  c  -h  a  —  b,  c  = b , 


et  les  iormules  réciproques 

, ,       c'  —  a'  ,  ,         ,       , ,  a'-f-  3c''        ,, 

a  =:  b  — ,         0  =  c  -i-  a  —  b  ,  c= b  . 

1  i 

Sur  les  deux  groupes  (3,  ■-,  lo,  j-)el(",  o,  lo,  i3j 
qui  donnent  respectivement 

a  =  5i,         />  =  \!\(t.       c  =  149, 
a' =91,         // =  (io,         c' ^=  109, 

on  vérifie  sans  peine  les  relations  précédentes. 


3.  Si,  à(MNPQ),on  substitue  le  groupe  commençant 
par  QP,  on  obtient  encore  un  résultat  intéressant; 
M  peut  s'écrire  P  —  N,  et  Q,  P  +  N.  Par  suite  nous 
aurons 

P-i-N,     F,     2  P  +  N,     31^-f-N, 

a'=3P2  +  4PN-+- Nî,        6'=4PîH-2PN, 
//— a'=P2— N'-  — 2PN  =o-b. 

Les  côtés  a,  6,  dans  les  deux  triangles  obtenus,  ont 
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donc  entre  eux  même  différence  en  valeur  absolue. 
Et  si  l'on  poursuit  indéfinimenl  l'opération  de  la  même 
manière,  on  aura  une  série  de  triangles  aux  côtés  de  plus 
en  plus  grands,  et  tendant  à  devenir  isoscèles,  puisque 
la  différence  a  —  b  reste  invariable. 

Soit,  comme  exemple,  le  groupe  (5,  4?  9?  i3)  qui 
donne  a  =  65,  b  =:  72.  Si  nous  formons  (  i3,  9,  22,  3i), 
les  côtés  correspondants  sont  a  =  4o3,  6'=  896. 

Comme  le  second  terme  4  du  groupe  donné  est  plus 
petit  que  le  premier  5,  on  aurait  pu  obtenir  un 
triangle  plus  petit,  correspondant  à  (3,  i ,  4?  5)  et  dont 
les  côtés  i5,  8  ont  encore  la  même  différence  ~  que  ci- 
dessus. 

Il  faut  ne  pas  oublier  que  celte  différence  est 
toujours  de  la  forme  2N2 —  jNP  en  valeur  absolue, 
c  —  a  étant  toujours  le  double  d'un  carré,  et  c  —  b  un 
carré. 

La  série  ordinaire  de  Fibonacci  1,  2,  3...  permet, 
d'apiès  ce  qui  précède,  de  former  tous  les  tiian^les 
dans  lesi^iiels  lit  ditrérence  a  —  b  t-st  égale  à  l'unité, 
comme  le  montre  le  Tableau  suivant  : 

M.        .\.        P.  O.  a.  b.  c. 


1 

I 

2 

3 

3 

4 

5 

3 

•>. 

5 

7 

21 

20 

29 

- 

j 

12 

17 

'19 

120 

169 

17 

12 

•^9 

41 

697 

696 

985 

ii 

•^9 

70 

99 

4069 

4060 

^741 

99 

70 

169 

239 

23661 

2  3  660 

33461 

Les  fractions  ->  ^donnent  des  valeurs  de  v/2,   avec 
a     b  ^ 

le  approximation  sans  cesse  croissante. 

4.  Indiquons  encore  la  transformation  qui  consiste  à 
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siil)stituer  au  groupe   (MNPQ)  celui    qui   commence 
par  PX,  c'est-à-<lire '(PNOiX  4-  O  ).  En  considérant  les 
deux    triangles    (abc)    (a'h'r')    qu'on    obtient,    nous 
aurons 


d'où 


Sur  Texemple  très  simple  du  groupe  (3.  a,  5,  'jjjqui 
donne  (5,  a,  -j,  9)  et  par  conséquent 

a  =  21,        b  =  jo,         c  =  39, 

il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats. 

En  réitérant  la  transformation,  on  aurait  toujours  la 
même  valeur  pour  N,  et  par  suite  on  obtiendrait  la  suite 
indéfinie  des  triangles  où  la  différence  c  —  a  entre  l'hy- 
poténuse et  le  côté  impair  est  constante,  et  égale  à  alN-. 

5.  Remarquons  en  terminant,  qu'on  peut  former  tous 
les  triiingles  dans  lesquels  c  +  6  ou  c  —  b  est  un  carré 
donné;  ou  ceux  dans  lesquels  c  —  a  ou  c  —  a  est  un 
double  carré  donné.  Les  premiers  sont  en  nombre 
limité,  et  les  autres  en  nombre  inlini.  Par  exemple, 
pourc  +  />  =:  'îç),  il  n'y  a  que  trois  triangli^s  : 


M. 

N. 

P. 

Q- 

a. 

b. 

c. 

5 

I 

C) 

7 

35 

12 

^7 

j 

■j. 

5 

- 

2J 

20 

'•".) 

l 

?. 

4 

7 

7 

24 

25 
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Pour  c  —  b  ^  4Q'  '1  y  6U  a  une  infinité,  correspondanl 
iNI  =  -  : 


M. 

\. 

P. 

O. 

a. 

h. 

r. 

- 

1 

8 

9 

(•.3 

iG 

CI 

7 

2 

9 

1 1 

~ 

36 

Sj 

7 

3 

lO 

i3 

9' 

(io 

109 

' 

4 

1  1 

1  ") 

io5 

88 

13; 
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La  Géométrie  analytique  avait  pris  dans  les  anciens 
Cours  de  Spéciales  un  développement  excessif.  Les 
programmes  de  1904  J  ont  coupé  court  et  c'est  lieureux. 
Les  «  taupins  »  d'aujourd'hui  connaissent  les  principes 
de  l'Analyse,  ils  savent  intégrer  les  équations  difTé- 
rentielles  courantes  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique, 
et  cela  vaut  mieux  que,  par  exemple,  de  savoir  former 
les  équations  de  la  directrice  d'une  section  parabolique 
de  quadrique,  dans  les  conditions  les  plus  générales. 
On  a  sagement  détruit  par  le  fer  et  par  le  feu  un  véri- 
table néoplasme  qui  s'était  grelTé  sur  le  corps  de  la 
Science. 

Mais  il  est  diflicile  de  pratiquer  une  telle  opération 
sans  enlever  en  même  temps  un  peu  de  bonne  chair,  et 
il  faut  convenir  que  la  Géométrie  tout  court  a  souffert 
du  traitement  infligé  à  la  Géométrie  analytique.  Les 
élèves  d'autrefois  n'avaient  pas  le  cerveau  chargé  que 


de  science  artificielle  et  sans  intérêt.  Ils  connaissaient 
les  grands  principes  de  la  Géométrie  projective,  la 
dualité,  l'influence  des  singularités  des  courbes  algé- 
briques sur  leur  classe,  choses  d'une  grande  portée  et 
qu'un  mathématicien  n'a  pas  le  droit  d'ignorer.  Il  faut 
ajouter  que  l'ancien  programme  favorisait  remarqua- 
blement le  travail  personnel,  parce  qu'on  y  trouvait 
une  mine  inépuisable  de  problèmes  sur  lesquels  les 
élèves  pouvaient  exercer  leur  sagacité  et  même  leur 
esprit  d'invention,  mieux  que  sur  les  problèmes  qu'il 
est  possible  de  donner  aujourd'hui,  le  programme 
actuel  ne  comportant  guère  que  des  applications  immé- 
diates du  cours. 

Le  Livre  de  M.  Bouligand  marque  un  retour  à  la  cul- 
ture de  la  Géométrie.  Il  ne  vise  certes  pas  à  restaurer 
les  terribles  «  double  X  »  et  «  triple  X  »  d'autrefois, 
mais  il  voudrait  en  sauver  ce  qui  s'y  trouvait  de  bon. 
Comme  le  dit  M.  E,  Cartan  dans  l'intéressante  Préface 
qu'il  a  écrite  pour  ce  Livre,  «  le  but  qu'a  poursuivi 
l'Auteur  est  de  former  l'esprit  de  l'élève  et  de  se  servir 
des  matières  à  enseigner  pour  l'aider  à  acquérir  une 
culture  mathématique  proprement  dite  ». 

Suivant  la  tendance  moderne,  M.  Bouligand  mène 
de  front  l'étude  de  la  Géométrie  plane  et  celle  de 
l'espace,  ce  qui  économise  les  démonstrations.  Il  intro- 
duit le  plus  tôt  possible  les  notions  d'éléments  à  l'infini 
et  d'éléments  imaginaires,  préparant  ainsi  dès  le  début 
le  lecteur  à  une  conception  large  de  la  Géométrie. 

Les  propriétés  fondamentales  des  courbes  algébriques 
(points  multiples,  points  à  l'infini,  points  communs  à 
deux  courbes)  sont  exposées  avec  beaucoup  de  soin. 
On  sait  combien  il  est  délicat,  par  exemple,  d'établir 
dans  toute  sa  généralité  le  théorème  d'après  lequel 
deux  courbes  d'ordres  m  el  p  ont  mp  points  communs. 
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L'Auteur  y  parvient  de  la  manière  la  plus  heureuse. 

Après  un  chapitre  substantiel  sur  les  transformations, 
l'homographie,  on  passe  à  l'étude  de  la  corrélation,  et 
le  lecteur  se  trouve  dès  lors  en  possession  des  principes 
que  dominent  la  Géométrie  depuis  Poncelet,  Chasles 
et  Plucker.  Puis  viennent  les  coniques,  les  quadriques, 
l'étude  de  la  coui-bure  des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces. 

L'Ouvrage  se  termine  par  des  compléments  sug- 
gestifs, en  particulier  la  note  sur  les  invariants,  où  l'on 
trouve  vraiment  tout  ce  qu'il  j  a  de  fondamental  à 
savoir  sur  le  sujet.  Il  j  a,  dans  ce  résumé,  des  choses 
essentielles  que  l'on  chercherait  vainement  dans  certains 
ouvrages  touffus,  par  exemple  le  fait  qu'un  système  de 
deux  coniques  a  deux  invariants  projectifs  absolus. 

La  rédaction  de  l'Auteur  est  à  la  fois  claire  et  concise. 
Il  lui  arrive  souvent  de  laisser  le  soin  d'achever  les 
démonstrations  à  l'élève,  à  qui  il  demande  ainsi  une 
véritable  collaboration.  Peut-être  M.  Bouligand  aurait-il 
pu  augmenter  le  nombre  des  exercices,  mais  peut-être 
aussi  se  propose-t-il  d'en  publier  un  recueil  spécial. 

En  somme,  un  Livre  bien  fait,  original  en  plusieurs 
points,  dont  la  lecture  paraît  propre  à  stimuler  l'instinct 
géométrique,  un  peu  engourdi  par  le  temps  qui  court. 

R.  B. 


QlËSTIOi\S. 


!24â4.  Dans  un  plan,  deux  courbes  de  grandeurs  invariables 
roulent  respectivement  sur  deux  courbes  fixes,  et  cela  de 
manière  à  se  couper  sous  un  angle  constant. 

Démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  leur  point 


d'intersection  concourt  avec  les  droites  joignant  leurs  centres 
de  courbure  en  ce  point  respectivement  à  leurs  points  de 
contact  avec  les  courbes  fixes.  R.  B. 

2425.  Sur  les  arêtes  Or  et  Oy  d'un  trièdre  on  marque 
deiix  points  fixes  A  et  B,  sur  l'arête  O z  un  point  variable  C. 
Lieux  des  contacts,  sur  la  face  OAB,  des  sphères  tangentes 
aux  quatre  plans  déterminés  parles  faces  du  tétraèdre  OABC. 

V.  Thébault. 

2426.  Soient  un  triangle  ABC  et  un  cercle  (i)  de  son  plan. 
On  trace  les  cercles  (w^),  (a)6),  (w^)  passant  respectivement 
en  A,  B,  G,  et  ayant  BG,  GA,  AB,  pour  axes  radicaux  avec  (i^  ). 
Montrer  que  : 

i"  Le  centre  radical  de  ces  cercles  est  le  pôle  de  l'axe  radical 
A  de  (S)  et  du  cercle  circonscrit  à  ABG,  par  rapport  au 
triangle  ABG. 

•2°  Les  distances  de  ce  centre  radical  aux  côtés  du  triangle 
sont  inversement  proportionnelles  aux  produits  des  côtés  par 
les  puissances  des  sommets  opposés  par  rapport  à  (S). 

—  Gas  particulier  oii  (S)  est  un  des  cercles  tritangents. 

V.  Thébault. 

2427.  Soient  ABGD  un  quadrilatère  inscriptible  dans  un 
cercle  Q,  M  et  N  les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la 
droite  de  Simson  du  point  D  par  rapport  au  triangle  ABG. 
Démontrer  que  les  droites  de  Simson  des  points  M  et  N  par 
rapport  au  triangle  ABG  sont  parallèles  aux  axes  des  paraboles 
circonscrites  au  quadrilatère  ABGD. 

SeRBAN    a.    GllEOKGHKRE. 
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CYCLIDES  im  OUATRIÈME  DEGRÉ  ; 

Par  m.  R.  DONTOT. 


1.  Nous  rappellerons  d'abord  quelques  résultais 
connus  {voir  Darboux,  Géométrie  analytique^  p.  4io 
et  suiv.).  Une  cvclide  rapportée  à  ses  axes 

(  a-2  -f-  _/2  _i_  2'.  yi  +  4  v  .r2  -H  4  A>2  -t-  4  A"  z^ 

-H  8 C.r  +  8 C>  H- 8  Cs  +  4  D  =  o 

est,  en  général,  de  cinq  manières  différentes,  l'enveloppe 
de  sphères  bitangentes  dont  le  centre  décrit  une  qua- 
drique  à  centre,  la  déférente,  et  qui  demeurent  ortho- 
gonales à  une  sphère  directrice  fixe.  Cette  sphère  a 
pour  équation 

X'-+-  y^  -i-  z2  _  2  P  =  o  (  P  =  a  r  -!-  p^)'  -f-  Y-2  -H  0  ), 

a,  3,  V,  0  étant  liés  par  les  relations 
7.2  3»  -r- 

^    '  ^      Ca  C'^  C'y  ,        . 

A  —  A        X  —  A'        A  —  A" 

A  élant  une  des  cinq  racines  de  Inéquation 

,  I  bis)      ^-— ^  ^  ^-— ^,  ^  -^— -^  -f-  D  -  X-2  =/(X)  =  o. 

l.'cnseinhlc  des  plans  des  deux  courbes  planes  suivant 
Afin,  de  Matheniat.,  4'  série,  l.  MX.  (Nuv.   1919.)  ^^ 
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lesquelles  la  sphère  coupe  la  cyclide  est  donné  par 

■k{x  y  z)  =  o, 
tz(tjz)  =  Pî-l--2XP-4-(A  — X).r2-u(A'— /Oj'-  -h(A"— X)2* 
-+-  u G.r  -1-  2 C'y  -+-  -2  ( y  3 -H  D, 

À  ayant  une  des  valeurs  précédentes. 

Les  résultats  précédents  ne  sont  pas  tout  à  fait  géné- 
raux :  il  peut  arriver  en  effet  que  \  —  A  soit  nul  :  un 
calcul  élémentaire  conduit  alors  aux  conditions 

X  =  A,        G  =  o,        a  =  o, 

/     G'?  G" Y  .        . 

(II)        .         /     G'2  G"2 


ou,  dans  le  cas  où  A  =  A',  aux  conditions 

X  =  A  =  \',         G  =  o,         a  =  o, 


2.  La  sphère  bitangente  peut,  dans  certaines  hypo- 
thèses, devenir  sphère  inscrite.  11  est  bien  évident 
qu'il  importe,  si  l'on  veut  faire  une  théorie  complète 
des  cyclides,  de  connaître  dans  quel  cas  il  en  est  ainsi. 
On  trouve  par  un  calcul  élémentaire  les  conditions 
suivantes  : 

Ci  r"2 

^  ^  D-A^=o, 


G  =  o, 

A  — A' 

X  =  A, 

a  —  o, 

c?     , 

-+- 

A  — 

A" 

A  — 

A' 

( 

'   1 

(IH)      ^X=A,  a  =  o,  _^_-,  H-  _J_,,  _  ,  =  o, 


A'    '    A_A"    '   ^+°  =  «' 
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ou  bien 

C  =  G'  :=  o,         A  :=  A'  =  X,         a  =  o.         p  =  o, 

(IV).  (.:^r=A^'---^  +  V 


'       -(r^.^Od^-'^--) 


ou  bien 

(IV  bis) 


-„  +D  — AM  =  o, 

C  =  C  =  o,         A  =  A'  =  A",         a  =  o,         [3  =  o, 

•2 G" y(  A  ^  0  )  —  Y'- (  D  —  A2  )  +  C"2  =  o. 


Pour  n'être  pas  obligé  de  revenir  sur  ces  distinctions, 
remarquons  qu'il  est  inutile  de  supposer  A  =  A'=:  A", 
C  =:  C':=  C''^=  o,  cas  où  la  cjclide  se  décompose  en 
deux  sphères  concentriques  et  que,  par  un  changement 
d'axes  évident,  on  ramène  les  hypothèses  A  =  A' 
ou  A  =  A'=:  A"  aux  hypothèses  envisagées 

(A  =  A',       G  =  oj  ou  iA  =  A'=A",       G-G'=o). 

L'interprétation  des  résultats  précédents  est  simple. 

Conditions  (II)  et  (Il  bis).  —  La  déférente  et  la 
sphère  directrice  sont  réduites  au  même  plan.  Les 
sphères  variables  sont  orthogonales  à  ce  plan  :  leur 
rayon  varie  suivant  une  loi  peu  simple. 

Conditions  (lll).  —  La  déférente  est  une  conique, 
La  cyclide  est  l'enveloppe  de  sphères  dont  le  centre 
décrit  la  conique  déférente  et  qui  sont  orthogonales  à 
un  cercle  du  plan  de  cette  déférente,  ou,  si  Ton  veut,  à 
une  infinité  de  sphères  directrices  appartenant  à  un 
réseau  linéaire  (dont  fait  partie  évidemment  le  plan  de 
la  déférente).  Ce  cercle,  commun  à  toutes  ces  sphères 
directrices,  est  dit  cercle  directeiif. 

Conditions  (IV)  et  (IV  Ois).  —  La  cyclide  est  l'en- 
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veloppe  de  sphères  dont  les  centres  sont  alignés  :  elle 
est  manifestement  de  l'évolution. 

3.  La  cyclide  apparaît  donc  suivant  les  cas  comme 
une  enveloppe  de  sphères  dont  l'équation  dépend  de 
deux  ou  un  paramètre.  Nous  désignerons  par  normaux 
les  systèmes  de  sphères  bitangentes,  [t^v  exceptionnels 
les  systèmes  de  sphères  inscrites,  par  réguliers  les 
systèmes  de  sphères,  dont  le  centre  ne  décrit  ni  un 
plan  ni  une  droite,  par  singuliers  les  autres. 

Le  nombre  et  la  nature  des  systèmes  de  sphères 
bitangentes  ou  inscrites  dépend  de  la  nature  des  racines 
de  l'équation  C5(  à)  =  o  : 

<p(X)  =  (X-A)(X-A')(X~A")/(X). 

Cette  équation  a  cinq  racines,  nous  nous  proposons 
d'établir  d'abord  que  ces  racines,  en  généi-al,  sont  dis- 
tinctes. 

Cherchons,  en  eflet,  les  points  singuliers  de  la  sur- 
face, autres,  bien  entendu,  que  les  points  de  l'ombili- 
cale. Ils  sont  définis  par 

37  (  ip2  -t-  J'2  _i_    -2  ^  _^  2  A   a"  -i-  i  G     =  O, 

yix^^y--^  r.2)-f-2A'j'-v2G'  =  o, 

z{r^ -^- y-  -V-  z-  )  -^  ik" z  ^  ii\"  =  o, 

A:r2  +  A>2  _^  A"s«  -h  3  (  Ga7  +  C>  -f-  C"^  )  +  ■!  D  =  o, 

système  qu'on  résout  si  CG'C";;z^  o  en  posant 

x'^  -]-y^  -f-  -2  _|_  ■2X  =  o, 
d'où 

_       G  _       C  _       G" 

•^-r^TÂ'        -^'-X^TT'         -'-XlTÂ^' 

\  vérifiant  les  deux  équations 

.        /(X)  =  o,        /'(X)  =  o. 
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Si  C  =  o  par  exemple,  outre  la  solution  précédente,  on 
trouve  celles  qui  sont  définies  par 

X-  -i-  y-  -\-  z"^  ^  1  \  =^  o , 
C  C" 

/(A)  =  o. 

On  voit  donc  qu'à  toute  racine  multiple  et  différente 
de  A,  A',  A"  de  l'équation  '-p(A)  =  o  correspond  un  et 
un  seul  point  singulier  de  la  surface  :  à  toute  racine  A, 
A',  A"  de  cp(^A)  =  o  qui  est  en  même  temps  racine 
de  y'(A)  =  o,  c'est-à-dire  au  moins  racine  double 
de  c5(a)  =  o,  correspondent  deux  points  singuliers 
distincts,  si,  par  exemple, 

C'2  C"2 


(A-A')^        (A-A")^ 


■2  A  ^  o, 


c'est-à-dire  si  la  racine  A,  A'  ou  A"  de  s()/)  est  racine 
simple  de  /  (X)  =:  o. 

Il  est  possible  de  préciser  la  nature  du  point  singu- 
lier :  supposons  que  a  soit  une  racine  double  de/QC)  =  o. 
L'équation  du  cône  des  tangentes,  rapportée  à  deux 
axes  passant  par  le  point  singulier,  sera 

r     *--^  ^'-'.y  •'"-     ]■- 

L(>>-A)-^  ^  [i-x'r'  ^  (À  — A")^ 

-f-  (  A  —  X ).r»  -H  (A'  —  X  )j'2  -f-  (A"—  l)z-^  =  o. 
On  a  donc  un  véritable  cône  si 

Cj  C'-2  C"2 


(À  — A)^    '    (À  —  A')3    ■    (X_A")» 


-i?^o, 


c'est-à-dire  si /"(/.)  ^o.  La  racine  A  est  alors  une 
racine  double  et  la  surface  correspondante,  l'inverse 
d'une  quadrique  à  centre.  Si,  au  contraire,  A  est  une 
racine  triple,  il  j  a  au  point  singulier  deux  plans  tan- 
gents, la  cjclide  est  l'inverse  d'une  quadrique  à  plans 
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directeurs.  Si  C  ::=  o,  on  trouve  pour  cône  des  tan- 
gentes 

-f-(A'  — Ajjî-^lA"— \)32  =  o, 

qui  est  un  véritable  cône  dans  le  cas  où  A  n'est  pas 
racine  double  de/(A)  =  o,  c'est-à-dire  encore  lorsque 
les  deux  points  singuliers  correspondant  à  A  sont  dis- 
tincts. Dans  ce  cas,  la  cjclide  est  rin\erse  d'un  cône. 

On  Noit  donc  qu'à  tout  point  singulier  de  la  surface 
correspond  une  racine  au  moins  double  pour  l'équa- 
tion cp(À)^o.  Dans  le  cas  général,  la  cvclide  n'a  pas 
de  points  singuliers  et  l'équation  '^(À)  =  o  a  cinq 
racines  distinctes. 

On  remarquera  qu'une  enveloppe  de  sphères  inscrites 
a  deux  points  singuliers  :  une  cvclide  de  Dupin,  enve- 
loppe de  sphères  inscriics  de  deux  façons  différentes, 
en  a  quatre  et  que  les  réciproques  sont  ivraies. 

4.  Il  est  maintenant  suffisamment  établi  que  l'étude 
et  la  solution  si  possible  de  l'équation  C5  (  À  )  ::=  o  doivent 
précéder  toute  étude  d'une  cjclide  donnée.  Supposons 
donc  C,  G',  C"  difterenls  de  o,  par  suite  A^A'^A" 
etpour  fixerlesidées  A<<  A'<^  A".  L'équation  C3()v)  ^o 
a  cinq  racines,  dont  trois  sont  réelles  et  distinctes, 
auxquelles  correspondent  trois  systèmes  normaux  régu- 
liers de  sphères  bitangentes  :  les  déférentes  sont  trois 
quadriques  homofocales  à  centre  (  un  ellipsoïde,  un 
hjpcrboloïde  à  une  nappe,  un  hjperboloïde  à  deux 
nappes).  Si  la  cyclide  n'a  pas  de  points  doubles  (en 
dehors  de  l'ombilicale),  il  y  a  en  outre  deux  systèmes 
de  sphères  normaux  réguliers  :  s'il  y  a  un  ])oint  double, 
il  n'y  a  qu'un  seul  système  normal  régulier  de  plus.    , 

Rappelons  que  les    centres   des  sphères  directrices 
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sont  suivant  les  cas  cinq  points  distincts  0|,  Oo,  O3, 
0/,,  O5,  dont  trois  sont  réels,  au  moins,  ou  cinq  points 
dont  trois  sont  distincts,  et  distincts  du  point  double, 
et  les  deux  autres  confondus  avec  le  point  double.  La 
directrice  ayant  pour  centre  le  point  double  est  de 
rayon  nul;  toutes  les  sphères  directrices  passent  donc 
par  ce  point;  la  cvclide  est  de  trois  façons  différentes 
podaire  d'une  quadrique  à  centre.  Ces  trois  quadriques 
à  centre,  homothétiques  des  déférentes,  sont  homo- 
focales. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  quatre  quelconques  des 
points  0(,  Oo,  O3,  O4,  O5  forment  un  tétraèdre  con- 
jugué à  la  directrice  dont  le  cinquième  est  le  cenli-e  et 
a  la  déférente  correspondante.  Du  nombre  de  cônes 
distincts  passant  par  l'intersection  d'une  déférente  et 
de  la  directrice  correspondante,  on  déduit  aisément 
que  les  focales  de  la  cjclide  sont  dans  un  cas  [pas  de 
racines  doubles  pour  c5(a)z=o]  cinq  biquadratiques 
sphériques  sans  point  double;  dans  le  second  ['j(A)a 
une  racine  double],  quatre  biquadratiques  ayant  au 
point  double  de  la  cyclide  un  point  double,  l'une 
d'elles  étant  tracée  sur  un  cône  isotrope. 

11  est  même  aisé  de  montrer,  comment  la  connais- 
sance des  racines  de  l'équation  co(X)::=o  permet  de 
former  effectivement  l'équation  des  cônes  passant  par 
une  focale.  Prenons  par  exemple  la  focale  tracée  sur  la 
directrice  O,,  correspondant  à  la  racine  A|  :  soit  Aj  une 
racine  différente  de  À,. 

L'un  des  cônes  cherché  a  pour  équation 

(^.-'■.^^-^•->^-')  _ 


•^  Li  -  \  A,— \  Al— A 

La  vérification  est  aisée. 


—  -2  A  1  =  o . 
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5.  Le  cas  où  l'équation  cp(X)^o  admet  une  ou 
plusieurs  racines  simples  A,  A'  ou  A"  ne  se  difl'é- 
rentie  pas  essentiellement  du  précédent.  A  chacune  de 
ces  racines  correspond  une  série  de  sphères  normale 
singulière;  une  déférente  disparaît,  une  directrice  de- 
vient plane  et  les  fojers  correspondants  sont  sur  une 
quarticpie  hicirculaire.  On  voit  que  les  quartiques  bicir- 
culaires  remplacent  les  biquadratiques  sphériques  dans 
les  cas  de  dégénérescence  de  la  sphère  cpii  les  porte,  ce 
cjui  n'a  rien  de  surprenant.  En  particulier,  les  focales 
d'une  quarticjue  bicirculaire  sont,  en  général,  quatre 
biquadratiques  sphériques  tracées  sur  des  sphères  or- 
thogonales deux  à  deux  et  orthogonales  au  plan  de  cette 
quartique. 

Supposons  alors  que  C  étant  nul,  C  et  C    soient 

différents  de  o.  Supposons  en  outre  que  ./  (A)  soit  ntd. 

Si  A<;A'<<A",    la   racine   A   est   simple    ou    (louj)le 

pour    /(a)=:o    et,  par  suite,    o(a):=o    admet    cinq 

racines   réelles,    savoir    :    A,    racine    double    et    trois 

racines  distinctes  entre  elles   X,,    Aj,    )v3,   )m    pouvant 

être  égal  à  A.  La  cyclide  admet  un  plan  de  symétrie, 

deux  points  singuliers  distincts  ou   un  point  singulier 

avec  en  ce  point  deux  plans  tangents;  dans  le  premier 

cas,  on  compte  trois  systèmes  normaux  et  un  système 

exceptionnel  de   sphères  bitangentes;   dans  le  second, 

deux  systèmes  normaux  et  un  système  exceptionnel. 

(Parmi  les  déférentes  il  y  a  un  hyperboloïde  à  deux 

nappes,   un  ellipsoïde  et  une  ellipse   imaginaire.)  Les 

déférentes  sont  homofocales;   les    sphères    directrices 

du  système  exceptionnel  sont  les  sphères  du  faisceau 

linéaire 

<^^'  G" 

x--\-y>-+-  z^—iiJ.x  —  :>.  ^  _  ^  y  —  2  ^  _  ^„  z  —  ik  =  o. 

Elles    sont  orthogonales    aux    sphères    directrices    des 
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systèmes  normaux  :  nous  allons  établir  que,  comme 
dans  le  cas  général  (§  4),  les  centres  de  ces  sphères 
sont  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  commun  à 
toutes  les  directrices  du  système  exceptionnel,  et  à  la 
déférente  de  ce  système. 
Les  coniques 


<>--'(^.-.v^-) 


où  /.  prend  celles  des  valeurs  A,,  ).j,  A3  différentes  de  A, 

sont    des    systèmes   de  droites  dont  le  centre  a  pour 

coordonnées 

(7  C" 

X  =  o,         y 


À  —  A'  >.  —  A" 

C  est-à-dire  le  centre  des  sphères  directrices  des  sys- 
tèmes normaux.  D'autre  part,  l'équation  d'un  cône 
passant  par  une  focale  de  l'un  de  ces  systèmes  serait 

,  /        a72  v2  ^2  \ 

C  C" 

•^  A3— A'^  A3— A' 

où  ).  peut  avoir  Tune  des  valeurs  A,  a,,  Ao-  Si  A=  A, 
ou  Ao,  le  sommet  de  ce  cône  est  encore  un  des  centres 
d'une  sphère  directrice  jdes  systèmes  normaux;  mais 
si  ).  =^  A,  il  y  a  une  infinité  de  sommets,  le  cône  se 
réduisant  à  un  système  de  deux  plans.  On  peut  donc 
dire,  d'une  façon  très  générale,  que  les  centres  des 
sphères  directrices  n'appartenant  pas  à  un  système 
sont  les  pôles  doubles  de  la  déférente  et  de  la  directrice 
de  ce  système  (ou  des  directrices  de  ce  système).  Enfin, 
on  voit  que  les  déférentes  des  systèmes  normaux  sont 
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bitangentes  aux  points  doubles  à  leurs  directrices  et 
que  les  focales  de  ces  systèmes  sont  composées  cbacune 
de  deux  cercles. 

Le  système  exceptionnel  a  quatre  foyers  distincts  en 
général,  puisque  les  trois  systèmes  de  sécantes  sont  en 
général  distincts. 

On  modifie  sans  peine  ces  résultats  dans  le  cas  où 
les  points  doubles  de  la  cyclide  sont  confondus. 

6.  Nous  avons  supposé  que  A  était  la  plus  petite 
des  trois  quantités  A,  A',  A"  :  il  y  a  de  très  légères 
modifications  à  apporter  aux  parties  du  texte  mises 
entre  parenthèses,  s'il  n'en  est  pas  ainsi.  Il  en  est  de 
même,  si  lune  des  déférentes  se  réduit  à  un  plan  :  ces 
variantes  sont  sans  intérêt. 

Supposons  donc 

et        /(  A  )=/(A')  =  o, 
^'      +IJ  — A'2=o. 


G  =  G'=o,         CVo, 

A^  A' 

C  =  o              C"-i 
C'=o'         A-A"-^»^ 

—  A2  =  0 

A'— A" 


La  cyclide  admet  deux  systèmes  exceptionnels,  un 
système  normal,  c'est  une  cyclide  de  Dupin  à  ligne 
de  courbures  planes.  Elle  a  quatre  points  singuliers 
définis  par  les  équations  : 


C"2 


(A-Ay 


■2A  =  o,  a-  =  o. 


G"2 

V  =  o,  /    y2  -H    — — _-—  -H  2  A  =  o, 

C"  /  C"^ 


\  A  — A"  '  A'  — A" 

Ces  points  singuliers  forment  deux  groupes  et  tout 
point  d'un  groupe  est  le  sommet  d'un  cône  isotrope 
passant  par  les  deux  points  singuliers  de  l'autre  groupe. 
La  sphère  directrice  du  système  normal  passe  par  ces 
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quatre  points.  Eu  effet,  son  équation 

X^-^  yi-^  Z- 2   z -^  2  Al    =  O 

Al  —  A 

est  vérifiée,  par  exemple,  pour 

C" 

>'  =  o,  X-^Z^=  —  2  A,  z  = 


A"' 
car  on  a 


■    (Xi-A"K,A-A")  *       •  A -A, 

().,-A^o). 

Elle  est  donc  encore  normale  à  toutes  les  sphères 
directrices  en  nombre  doublement  infini  des  deux  sys- 
tèmes exceptionnels.  La  focale  de  ce  système  apjtartient 
au  faisceau  des  quadriques 

^    .  /      x-  r.i 


X,  — A    ■    Al  — A'        Ài  — A 

C"z 

•^  Al—  A 

qui  se  décomposent  en  systèmes  de  plan  pour  ).  =  A, 
À  =  A ".  Par  suite,  la  déférence  coupe  la  directrice  sui- 
vant quatre  droites,  isotropes  naturellement. 

On  vérifierait  très  simplement  que  les  déférentes  des 
systèmes  exceptionnels  sont  bi tangentes  aux  sphères 
directrices  correspondant  aux  points  doubles.  Il  suffît 
pour  cela  de  former  les  équations  des  sécantes  com- 
munes. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  compléter  cette 
étude  par  celle  des  cas  simples 

G  =  o,         C  =  o,         A  =  A'. 
G  =  o.         C'=u,         A  =  A'=A". 

7.  Les  réciproques  des  propositions  précédemment 
établies  sont  évidentes. 
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L'enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une 
quadrique  à  centre  et  qui  demeure  orthogonale  à  une 
directrice  fixe  est  une  cyclide  du  quatrième  degré, 
ayant  autant  de  points  doubles  que  la  déférente  et  la 
directrice  ont  de  points  de  contacts.  En  particulier,  si 
la  déférente  et  la  directrice  sont  bitangentes  en  deux 
ombilics,  l'enveloppe  est  une  cjclide  de  Dupin. 

Nous  désignerons  par  cjclides  (S)  celles  qui  ad- 
mettent au  moins  un  système  exceptionnel  de  sphères 
enveloppes  :  autrement  dit,  celles  qui  ont  deux  ou 
quatre  points  doubles,  ou  encore  qui  correspondent  à 
des  déférentes  bitangentes,  tangentes  en  un  ou  deux 
ombilics  à  leurs  directrices.  Ces  cyclides  sont  des  enve- 
loppes de  sphères  (S)  dont  l'équation  dépend  d'un 
paramètre  au  second  degré  :  cela  d'une  ou  deux  ma- 
nières difi'érentes.  Soient 

Si  =  rt  1  ( 3^2  _i_ jj,2 _(_  z"^)  -\-  -y.bix  -^  iciy  -\-  7.  di  z  +  ei  =  o, 
So  =  a^( x^-i-y--h  z"^  )  -T-  ib-ix  4-  'ic^_y  -t-  2  c?2-  +  ^2  =  O) 
83=  «3(372 -4- JÎ+  ^2^  _,_  aèsar  -4-  ic^y  -f-  -2  ^3^  -h  Cj  =  o 

les  équations   de  trois  sphères.  Les  sphères  S  seront 
données  par 

81024-2820^83=0, 

où  B  représente  un  paramètre  variable,  et  leur  enveloppe 
sera  la  cyclide  d'équation 

S|=SiS3. 

Soit  81  une  valeur  de  G  :  désignons  par  P,  la  puis- 
sance d'un  point  M  de  la  cyclide,  par  rapport  à  la 
sphère  0, 

P,(«lÔf-H2a,02-Hrt3)  =  Si6|-f-2  82Ô4-  83 

=  ^(S,0,-f-82)^ 
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Soit  0,  le  rayon  de  la  sphère  6,  :  désignons  par  4-  d'^ 
ou  —  d'^  suivant  le  cas,  la  quantité  - 

P, 


;.      Pi 


d\  = 


2pi 


nous  pourrons  appeler  distance  d'un  point  à  la  sphère  9, , 
un  nombre  positif  dont  la  valeur  est  <i,  :  cette  définition 
est  légitime,  car  pour  une  sphère  0,  réduite  à  un  plan, 
la  formule  donne  la  distance  géométrique  du  point  M 
à  ce  plan.  Nous  aurons  alors 

±2pifi?f(a,e2  +  2a.2e2+a3)S,=  (Sie,+  S2j2. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  le  point  M  choisi  sur 
une  région  de  surface,  ou  Si  >>  o,  on  aura 


dz  di  ]/±  2  pi  (  ai  6|  -H  2 «î 62 -H  as)  y/Sj  =  SjOi  -h  S 2. 

Nous  choisirons  le  signe,  suivant  le  cas;  pour  sim- 
plifier l'exposé,  imaginons  qu'il  convienne  de  prendre 
le  signe  +  quel  que  soit  6,.  Il  est  manifeste  qu'entre 
les  distances  c/,,  d-^,  d^  à  trois  sphères  9,,  O2,  63  exis- 
tera une  relation  linéaire  et  homogène 


<5?,  y/ipi  (ai6|  H- 20262-1- «3)  61  I 
<f2  v/2p2(«i61-i- 2a2  62-f- «sj  62  1 
^3  v/2p3(aie^-f- 2a2  03-f- aj)     B,     i 


Les  cyclides  (S)  peuvent  être  divisées  en  zones 
telles  que  chacune  déciles  soit  le  lieu  géométrique 
des  points  dont  les  dislances  à  trois  sphères  inscrites 
sont  liées  par  une  même  relation  linéaire  et  homo- 
gène. 

En  particulier,  si  parmi  les  sphères  !S  il  j  a  trois 
sphères  points  distinctes,  la  cjclide  S  apparaît  comme 
formée  de  zones,  telles  que  chacune  d'elles  soit  le  lieu 
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des  points  dont  les  distances  à  trois  points  appelés 
fojers  sont  liées  par  une  même  relation  linéaire  et 
homogène. 

Les  réciproques  sont  vraies. 

8.  Il  n'y  a  aucune  modification  à  faire  aux  calculs  et 
raisonnements  précédents  pour  parfaire  l'étude  des 
quartiques  bicirculaires.  Chaque  quarlique  bicirculaire 
a  dans  son  plan  quati'e  déférentes  homofocales  et  quatre 
cercles  directeurs  orthogonaux,  distincts  si  la  quar- 
tique  n'a  pas  de  points  doubles  en  dehors  des  points 
cycliques  :  dans  ce  cas,  les  fojers  sont  au  nombre 
de  16.  Soient  A,  B,  C,  D  quatre  foyers  d'un  même 
système  :  ils  sont  sur  un  même  cercle  directeur  Oi, 
les  points  de  rencontre  O^,  O3,  O-,  des  sécantes  AB, 
CD  :  AC,  BD  :  AD,  BC  sont  les  centres  des  cercles 
directeurs  des  autres  systèmes.  Les  trois  systèmes  de 
sécantes  étant  distincts  (même  démonstration  qu'au 
paragraphe  4)?  16=5  quatre  foyers  A,  B,  C,  D  sont  dis- 
tincts sur  un  même  cercle  et  par  suite  les  seize  foyers 
sont  distincts  entre  eux.  En  effet,  si  A  du  système  Oi 
était  confondu  avec  A  du  système  O^,  le  point  A 
serait  sur  les  deux  cercles  orthogonaux  0|  et  Oj  et 
par  suite  il  ne  serait  pas  distinct  de  B,  C,  D. 

11  est  aisé  d'ailleurs  de  construire  ces  seize  foyers  à 
paitir  de  quatre  d'entre  eux  :  Supposons  que  deux  des 
cercles  directeurs  se  coupent  en  un  point  réel  A,  une 
inversion  de  centre  A  transforme  la  quartique  en  une 
quartique  d'équation 

( x'-  -K  y"-  )2  -1-  \  A  a:2  -(-  4  AV^  -1-  4  D  =  o. 

Les  foyers  situés  sur  l'axe  des  x  ont  pour  abscisses  les 
racines  de  l'équation 

x^  D-AA        ,^ 

\-  X^-    — r h    b   =   0 

4  A  —  A» 
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et  les  foyers  situés  sur  l'axe  des  y  ont  pour  ordonnées 
les  racines  de 

^       ^,  D-AA' 

4 


^+^'    A'_A    -^P  =  "- 


Les  lins  sont  donc  les  foyers  des  couples  formés  par 
les  autres  convenablement  associés  :  par  exemple,  aux 
foyers  x^,  —  x^  correspondent  y,  =  /X| ,  j'a  =  —  ixf . 
Revenons  à  la  cvclide  primitive  redonnée  par  une  nou- 
velle inversion  :  les  douze  foyers  autres  que  A,  B,  C,  D 
sont  les  foyers  des  six  svstènjes  de  points  ou  les  points 
limites  des  six  systèmes  de  cercles  [A,  B;  G,  D]  [A, 
C;  B,  D]  [A,  D;  B,  Cj.  Ces  quartiques,  sans  points 
doubles,  ayant  quatre  foyers  distincts,  sont  de  quatre 
façons  des  enveloppes  de  cercles  et  par  suite  : 

7 ouïe  qunrtique  hicirr.iilnire  sans  points  doubles 
est  formée  d'arcs^  dont  chacun  est  le  lieu  géomé- 
trique des  points  dont  les  dislances  à  trois  foyers 
sont  liées  par  une  relation  linécnre  et  homogène. 

Cette  propi'iélé  se  conservant  par  inversion,  la  défi- 
nition des  quartiques  bicirculaires  dans  le  plan  s'ap- 
plique mot  pour  mot  aux  biquadratiques  sphériques 
sur  la  sphère. 

Joute  biquadralique  '^phérique  sans  points  dou- 
bles est  formée  cVarcs^  dont  chacun  est  le  lieu  géo- 
métrique des  points  dont  les  distances  à  trois  points 
fixes  de  la  sphère  appelés  foyers  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  el  homogène. 

Ces  trois  points  sont  trois  des  quatre  points  où  une 
des  focales  de  la  biquadralique  sphérique  donnée  perce 
la  sphère  qui  la  porte. 

9.  Cette  dernière  remarque  fort  simple  permet  de 
résoudre  un  important  problème,  déjà  traité  par  La- 
«iuerre  et  Darboux(D\i:noi  \,    \nal\  //<///£',  p.  458-459)  : 
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Connaissant  an  mode  de  génération  d'une 
cyclide,    trouver  les   autres. 

Le  problème  ainsi  posé  en  masque  un  autre  : 

Connaissant  une  des  focales  dhine  cyclide, 
trouver   les   autres, 

qu'il  nous  semble  préféi'able  de  résoudre  d'abord,  pour 
montrer  combien  le  rôle  de  la  déférente  est  en  somme 
peu  important  quand  la  focale  est  déterminée.  La  solu- 
tion du  problème  posé  et  résolu  par  Darboux  et  La- 
"uerre  découle  naturellement  de  la  solution  de  celui-ci. 

Soit  (F,)  la  focale  donnée  tracée  sur  une  sphère  (0|)  ; 
soient  O^  le  sommet  d'un  des  cônes  passant  par  F,, 
(O2)  la  sphère  orthogonale  à  (0|)  de  centre  O2  : 
Oa  est  une  directrice.  Elle  coupe  (F,)  en  quatre 
points  A,  B,  C,  D  qui  sont  les  foyers  de  la  focale  (^F^) 
cherchée  tracée  sur  (02).  Cette  focale  est  parfaitement 
déterminée  :  chacun  de  ses  points  est  à  des  distances 
de  A,  B,  C,  liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène; 
elle  passe  en  outre  par  les  foyers  de  (  F,)  situés  sur  (O,), 
foyers  qu'il  est  aisé  de  déterminer.  Ce  sont  par  exemple 
les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  la  sphère  (0|) 
et  au  cône  de  sommet  Oo  passant  par  la  biquadrique. 
Elle  est  donc  parfaitement  déterminée,  comme  lieu 
géométrique  de  points  dont  les  distances  à  A,  B,  C 
sont  liées  par  une  relation  connue. 

Pour  rendre  maniable  cette  solution,  projetons  slé- 
réographiquement  chaque  biquadrique,  d'un  point  de 
vue  différent,  bien  entendu,  sur  le  plan  radical  de  deux 
sphères  :  nous  obtenons  deux  quartiques  bicirculaires 
ayant  même  cercle  directeur  et  telles  que  sur  ce  cercle 
les  foyers  de  l'une  soient  les  points  de  rencontre  avec 
ce  cercle  de  la  seconde.  Délinissons,  par  exemple,  la 
première  par  sa    déféi^ente   qui    passe    par   les   quatre 
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foyers  A,  B,  C,  D  :  soient  ma  une  tangente  commune  à 
la  directrice  et  a  cette  déférente  ;  le  cercle  de  centre  m 
(m  sur  la  déférente)  et  de  rayon  ma  [a  sur  la  direc- 
trice) est  un  cercle  enveloppant,  le  point  de  contact 
est  a;  a  est  donc  un  point  d'intersection  de  la  directrice 
avec  la  cjclide.  Autrement  dit,  la  cjclide  ayant  pour 
foyer  a,  et  les  points  6,  c,  d  obtenus  de  même  et 
passant  par  A,  B,  C,  D,  s'obtient  en  prenant  pour 
déférente  la  polaire  réciproque  par  l'apport  au  cercle 
directeur  de  la  déférente  donnée.  La  Ijiquadratique 
sphérique  s'en  déduit  par  projection. 

Sous  cette  forme,  la  solution  est  générale  et  s'ap- 
plique, A,  B,  G,  D  étant  ou  non  réels  ou  distincts. 

10.  Pour  ne  pas  allonger  indéliniment  le  texte  du 
présent  article,  nous  avons  borné  notre  étude  aux 
cyclides  du  quatrième  degré.  Il  est  manifeste  que  les 
résultats  géométriques  obtenus  s'appliquent  également 
aux  cyclides  du  troisième  degré  ;  les  déférentes  sont 
des  paraboloïdes.  Parmi  ces  cyclides,  il  y  a  des  enve- 
loppes de  sphères  dont  le  centre  décrit  une  parabole, 
ce  sont  des  cyclides  (S). 

La  distinction  entre  cyclides  (S)  et  autres  présente 
une  grands  importance.  La  propriété  capitale  des  cy- 
clides est  celle-ci  : 

Les  cyclides  hoino focales  forment  an  système 
triple  orthogonal. 

Elle  est  connue  depuis  longtemps,  mais  sa  démons- 
tration même  indique  manifestement  que  les  cyclides 
dont  il  s'agit  ne  sont  pas  des  cyclides  (S  ).  Par  un  point 
de  l'espace  passent  deux  (et  non  trois)  cyclides  ï  homo- 
focales,  de  foyers  donnés,  si  parmi  ces  foyers  trois  sont 
distincts,  une  seule  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  c'est  une 
cyclide  de  Dupin. 

Ami.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XIX.  (Nov.   1919.)  32 
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[0'2e,  T2b] 

THEOREME  SUR  LES  COURBES  FL4\'ES  ; 

Par  m.   Raoll  BRIGARD. 


Soit  OA  un  arc  de  courbe  plane,  convexe  et  tel  que 
les  tangentes  en  O  et  A,  orientées  suivant  un  sens  de 
circulation  défini  sur  l'arc,  fassent  entre  elles  un  angle 
au  plus  égal  à  tt.  Désignons  par  u  la  distance  d'un 
point  M  de  l'arc  à  la  parallèle  menée  par  le  point  A  à  la 
tangente  en  O,  par  p  le  rayon  de  courbure  en  M,  par  L 
la  longueur  de  l'arc  OA.  Le  théorème  que  je  me  propose 
d'établir  est  le  suivant: 

On  ne  peut  avoir  en  tous  les  points  de  Varc  OA 

l'inégalité 

P  "  >  À, 

À  étant  lui-même  supéiieur  à  -z^' 

Prenons  comme  axe  des  x  la  tangente  en  O  {Jigure)^ 


Oy  étant  dirigé  du  côté   de  la  concavité   de  Tare.  II 
résulte  des  hypothèses  que  l'ordonnée  d'un  point  qui  se 
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déplace  sur  la  courbe  de  O  en  A  croît  constamment.  Il 
en  est  de  même  de  l'angle  Q  que  fait  avec  Ox  la  tangente 
en  ce  point.  Soient  h  l'ordonnée  du  point  A,  y  l'or- 
donnée du  point  M.  On  siu  =  h — y.  SoitK^  la  borne 
inférieure  des  valeurs  que  prend  l'expression  p(^  — y) 
le  long  de  l'arc  OA,  de  sorte  qu'on  a  en  tout  point 

(I)  p{h-y)lKK 

Si  le  rayon  de  courbure  en  A  est  fini,  K  est  nul.  Si 
ce  rajon  de  courbure  est  infini,  il  peut  en  être  autre- 
ment. 

On  a,  avec  les  notations  ordinaires, 

I        dO        smOdh 


p         ds  dy 

d'où,  en  vertu  de  (  i  ), 

sin  0  rfO  ^  /i  — y 
~~df~-~YJ~' 

On  en  conclut,  en  intégrant  de  O  en  M, 
(•■^)  y-co^^%^^{hy-\y^, 

inégalité  valable  en  tous  les  points  de  l'arc  OA. 
On  a  aussi 

(3)  I  -t-  cosO  ^  2, 

d'où,   par  multiplication,   et  en  extrayant   les  racines 
carrées, 


sine<-  v/aAjK-J^ 


ou  encore 

M) 


sin  6 


sj-^hy  —y'>- 
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On  a,  d'autre  part, 

I  -  r"  ^-^ 

d'où,  en  vertu  de  (4), 

d'où  enfin 

K^  étant  la  borne  inférieure  de  p  ii,  il  est  impossible, 
d'après   cela,    que    ce   produit  soit   partout  supérieur 

à  X  ;>  ^—5-5  ce  qui  est  le  théorème  à  démontrer. 

L'inégalité  (5)  ne  peut  se  changer  en  inégalité  que 
s'il  en  est  de  même  des  inégalités  (2)  et  (3)  en  tous  les 
points  de  l'arc  OA.  Il  faut  en  particulier  que  l'on  ait 

I  -H  COsfl  =  2 

OU  B  =  o,  ce  qui  est  impossible  si  l'arc  OA  ne  se  confond 
pas  avec  Ox. 

La  proposition  établie  trouve  une  application  en 
Résistance  des  matériaux,  dans  la  théorie  du  «  flambe- 
ment  »  d'une  poutre  soumise  à  une  compression  longi- 
tudinale. Supposons,  en  effet,  que  OA  soit  la  forme  que 
prend  la  fibre  neutre  d'une  poutre  encastrée  en  O,  et 
soumise  à  son  extrémité  A  à  une  force  de  compression  P, 
dirigée  parallèlement  à.  Ox.  Si  l'on  envisage  la  por- 
tion MA  de  la  poutre,  on  voit  que,  pour  l'équilibre,  il 
faut  que  le  moment  fléchissant  en  M,  ;)1L,  soit  égal  en 
valeur    absolue    au    moment    de    P    par    rapport    au 

point  M  : 

D\l  =  P  u 
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D'autre  part,  on  a,  d'après  une  formule  fondamentale 
dans  la  théorie  de  la  flexion, 


Oit 
El 

= 

Pu 
El 

>  __ 

El 

?" 

ou  encore 


D'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  on  peut  sup- 
poser qu'au  point  M  (qui  peut  être  arbitrairement 
choisi),  on  a 

?  "  <  — r  ' 

l'égalité  étant   exclue,   si   OA    est   un   arc   de   courbe 
véritable.  On  aura  .donc 

El 


(6)  P> 


4L2 


Ainsi  la  force  qui  produit  un  flambement,  si  petit 
qu'il  soit,  doit  satisfaire  à  cette  inégalité. 

L'inégalité  (6),  connue  sous  le  nom  de  condition 
d'Euler,    s'établit   en    général    d'une    manière    diff"é- 


rente. 


[L«17d] 

TRIAXGLES  ET  QUADRILATÈRES  DE  PORÎCELET; 

Par  m.   g.  FONTENÉ. 


1.   J'indique  ici  un  fait  que  je  crois  nouveau,  en  le 
rattachant  à  des  faits  connus. 

Etant  données  deux  coniques  S  et  S',  on  considère 


(    422    ) 

la  forme  AS  — S',  et  soienl  )v|,À27^^3  les  racines  du 
discriminant  de  cette  forme. 

a.  La  condition  d'existence  de  triangles  circonscrits 
à  S  et  insci'its  à  S'  est 

h.  La  condition  d'existence  de  triangles  circonscrits 
à  S  et  conjugués  par  rapport  à  S',  de  triangles  insci'its  à 
S'  et  conjugués  par  rapport  à  S,  est 

(2)  Xi   -H  ^2  -I-  ^3  =  O. 

c.  La  condition  d'existence  de  quadrilatères  circons- 
crits à  S  et  inscrits  à  S'  est  enfin 

(3)  —  X, -I- X, -i-X:j  =  o; 

les  diagonales  des  quadrilatères  passent  par  le  point  P 
qui  est  le  sommet  spécial  du  triangle  autopolaire  com- 
mun aux  deux  coniques,  les  côtés  opposés  de  ces  qua- 
drilatères se  coupent  sur  la  droite  p  qui  est  le  côté 
spécial  du  même  triangle. 

c  .  Voici  le  fait  que  je  crois  nouveau  :  Sous  la  con- 
dition (3),  c^ est-à-dire  s'il  existe  des  quadrilatères 
circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S',  il  existe  aussi  des 
couples  de  triangles  circonscrits  à  S  ei  polaires  C  un 
de  l'autre  par  rapport  à  S',  des  couples  de  triangles 
inscrits  à  S'  et  polaires  C  un  de  l'autre  par  rapport 
à  S.  Dans  chacune  des  deux  séries,  les  deux  triangles 
d'un  même  couple  sonthomologiques,  le  centre  d'homo- 
logie  étant  le  point  P,  l'axe  d'homologie  étant  la  droite/?. 
—  Les  triangles  de  la  première  série  sont  inusités  à 
une  conique  fixe  S',  polaire  réciproque  de  la  conique  S 
par  rapport  à  la  conique  S'  ;  les  triangles  de  la  seconde 
série  sont  circonscrits  à  une  conique  fixe  S,    polaire 
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réciproque  de  la  conique  S'  par  rapport  à  la  conique  S. 
On  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  deux 
coniques  S  et  S'  sont  des  cercles^  le  cercle  S  ayant 
son  centre  sur  le  cercle  S'  ;  ce  système  est  bien  connu. 
Le  point  P  est  alors  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  radical 
des  deux  cercles,  la  droite  p  est  la  ligne  des  centres; 
les  deux  triangles  d'un  même  couple  sont  symétriques 
par  rapport  à  cette  droite.  —  Les  triangles  de  la  seconde 
série,  inscrite  au  cercle  S',  sont  circonscrits  à  une  para- 
bole S  ayant  pour  foyer  le  centre  du  cercle  S,  pour  di- 
rectrice la  polaire  du  centre  du  cercle  S'  par  rapport  au 
cercle  S. 

2.  Avant  d'énoncer  la  réciproque  je  rappelle  que  les 
deux  coniques 

CL)  a"«  -I-  72  -I-  «2  _  o^ 

(S')  a^x--^b^y'^-^c^-z*  =  o 

sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  chacune  des 
quatre  coniques 

(8,51,82,83)  ax^-±by''±c  z-^^o, 

lesquelles  sont  deux  à  deux  doublement  tangentes. 

Cela  posé,  si  les  deux  coniques  S  et  S'  admettent 
des  triangles  circonscrits  à  H  et  inscrits  à  S',  sous 
la  condition  a  -\-  b-\-c  =  o,  ces  triangles  sont  con- 
jugués par  rapport  à  la  conique  S 

(ax-  ■+■  by''-+-  cz^  —  o). 

//  existe  des  quadrilatères  circonscrits  à  S  et  ins- 
crits à  S,  ( — ax^-\-by'^-\-cz^=  o),  des  couples  de 
triangles  circonscrits  à  S  et  polaires  V un  de  l'autre 
par  rapporta  S,,  des  couples  de  triangles  inscrits  à 
S|  et  polaires  Vun  de  C autre  par  rapport  à  S.    // 
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existe  des  quadrilalères  inscrits  à  S'  et  circonscrits 
à  S, ,  des  couples  de  triangles  inscrits  à  S' et  polaires 
Van  de  i' autre  par  rapport  à  S,,  des  couples  de 
triangles  circonscrits  à  S,  et  polaires  fun  de  Cautre 
par  rapport  à  S  .  La  même  chose  a  lieu  avec  les  in- 
dices 1  et  3. 

On  peut  prendre  comme  conique  2  une  parabole, 
comme  conique  S'  un  cercle  passant  au  fover  et  ayant 
son  centre  sur  l'axe;  la  conique  S  est  alors  une  hyper- 
bole équilalère  ayant  son  centre  au  foyer  de  la  parabole, 
la  conique  S,  est  le  cercle  principal  de  cette  hyperbole, 
les  coniques  So  et  S;,  sont  une  hyperbole  et  une  ellipse 
imaginaire  ayant  pour  centre  le  point  du  cercle  S'  dia- 
métralement opposé  au  foyer  de  la  parabole. 


[K'13c] 

DISTANCE  DU  CENTRE  DE  LA  SPHÈRE 
CIRCONSCRITE  AU  CE\ TRE  DE  GRAVITÉ  DU  TÉTRAÈDRE  ; 

Par  m.  V.  THÉBAULT. 


1.  Considérons  un  tétraèdre  quelconque  ABCD  ins- 
crit dans  une  sphère  O  et  dont  le  centre  de  gravité 
est  r.  Ce  point  est  situé  à  l'intersection  des  droites  qui 
joignent  les  sommets  A,  B,  C,  D  aux  centres  de  gra- 
vité Gj^,  Gb,  Gc,  G[,  des  faces  opposées.  De  plus,  F  di- 
vise chacune  des  droites  AG^,  BGg,  CG^,  DGu,  dans 
le  rapport 

fGa  _  rGit  _  rCç  _  rOn  _  \_ 
TA  ""   TB  "  rc  ~  ro  ~  3* 

Lemme.  —  Dans  un  tétraèdre  quelconque  ABCD, 


(   4^^r)   ) 
on  a 

(i)   DÂ' -+- Db' 4- Dc' —  \r  (  ÂB  ' -+- BG  '  ^  GÂV)  =  3DGd, 

Gd  étant  le  centre  de  gravité  de  la  base  ABC. 
Car 

ÏK"  +  DB %  DG ^  =  ÂG',  -(-  BGo  +  CGd  +  3  DG» 
et 

ÂGD+BGn+CGÎ,=  ^  (  Âb' +  Bc' -+- Gâ' ). 

Considérons  maintenant  les  tétraèdres OABC,  OBCD, 
OCiVD,  OABD.  La  relation  (i)  appliquée  à  chacun 
d'eux  donne,  en  ajoutant,  R  étant  le  rajon  de  la 
sphère  O, 

2 sôgI  =  ' 2  R' -  y  I  âb'. 

La  relation  de  Stewart  appliquée  aux  triangles  OAG^, 
OBGp,  OCG^;,  ODGj),  donne  aussi,  par  addition, 

V  3ÔG.;  =  4  (4Ô1"'—  RO  ^  y  ^  IGa 

On  en  déduit,  avec  (i),  cette  relation  entre  les  arêtes 
a,  6,  c,  a,  |j,  V,  la  distance  OF  et  le  rajon  R  de  la 
sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre. 


Or'  =  R2  — 


/  «2  _^  é2  ^  C2  -h  X2  -4-   ?2  _^  Y^  \ 
V  ^6  ) 


2.  Les  remarques  suivantes  apparaissent  d'elles- 
mêmes. 

La  somme  des  carrés  des  arêtes  des  tétraèdres^ 
inscrits  dans  une  sphère  et  ayant  un  point  donné 
pour  centre  de  gravité^  est  constante. 

Le  lieu  des  centres  de  gravité  des  tétraèdres  ins- 
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crlts  dans  une  sphère  et  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  leurs  arêtes  soit  constante^  est  une  sphère  concen- 
trique à  la  sphère  circonscrite. 

Enfin,  la  somme  des  carrés  des  arêtes  des  té- 
traèdres inscrits  dans  une  sphère  donnée  est  maxi- 
mum lorsque  leur  centre  de  gravité  est  au  centre  de 
la  sphère  circonscrite. 

Dans  un  tel  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont  égales. 

On  obtient  ainsi  une  propriété  de  ces  tétraèdres  B 
qu'il  j  a  lieu  d'ajouter  à  celles  cjui  ont  été  réunies  par 
jNI.  .1.  Leniaire  dans  la  solution  de  la  question  de  Mathé- 
matiques élémentaires  posée  au  Concours  d'Agrégation 
en  1914  {'Vouvelles  Annales,  p.  5o2  )  : 

Parmi  les  tétraèdres  inscrits  dans  une  sphère 
donnée.,  ceux  dont  les  arêtes  opposées  sont  égales., 
sont  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  arêtes  soit 
maximum.  Si  a,  6,  c  sont  les  arêtes,  R  le  rayon  de 

la  sphère, 

a-i^b^-^  c'-=  8R2. 


[K'9aa] 


SLR  L'AIUE  D'UN  POLYGONE  ; 

Par  m.  V.  JAMET. 


AVANT-PROPOS. 

Dans  la  pratique  de  l'arpentage,  on  considère  comme 
irréductible  la  notion  expérimentale  de  l'aire  d'un 
polygone,  et  l'on  admet  (avec  raison)  que  cette  aire 
est  égale  à  la  somme  des  aires  des  polygones  partiels 
dans  lesquels  on  peut  le  décomposer. 
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Mais  comme  cette  décomposition  est  possible  d'une 
infinité  de  manières,  on  peut  se  demander,  en  se  plaçant 
à  un  point  de  vue  plus  scientifique,  si  la  somme  trouvée 
sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  le  procédé  de 
décomposition  adopté.  Le  présent  travail  a  pour  but  de 
répondre  à  cette  question.  Les  deux  premiers  para- 
graphes se  rapportent  au  cas  d'un  polygone  décomposé 
en  triangles  ayant  un  sommet  commun,  et  dont  les 
bases  sont  les  côtés  du  polygone.  Les  formules  de  la  géo- 
métrie analytique  nous  permettent  de  conclure  que  la 
somme  des  aires  de  ces  triangles  est  indépendante  de 
la  position  occupée  par  leur  sommet  commun,  et  aussi 
d'exprimer  l'aire  du  polygone  en  fonction  des  coor- 
données de  ses  sommets,  cette  aire,  étant,  pardéfinition, 
somme  des  aires  des  triangles. 

Dans  les  trois  paragraphes  suivants,  nous  profitons 
de  l'expression  trouvée  pour  montrer  que,  quels  que 
soient  les  polygones  partiels  dans  lesquels  on  a  décom- 
posé le  polygone  total,  la  somme  de  leurs  aires  est 
toujours  la  même,  et  pour  indiquer  brièvement 
comment  on  peut  rattacher  à  notre  théorie  la  quadra- 
ture d'un  segment  limité  par  un  arc  de  courbe  et  par 
ses  deux  rayons  extrêmes. 

1.  Soit  un  point  A,  de  cordonnées  a;,  y^ .  Rappelons 
que  l'équation  de  la  droite  OA  est 

(i)  a:,jK— ri^  =  o. 

et  observons  que  si  x,  est  positive  et  que  si,  dans  le 
polynôme 

on  met  à  la  place  des  coordonnées  courantes  les  coor- 
données d'un  point  B  situé  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  des  r,  ce  polynôme  devient  positif;  si,   au  con- 
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traire,  a?)  est  négative,  c'est  en  mettent  à  la  place  des 
coordonnées  courantes  les  coordonnées  d'un  point 
situé  sur  la  partie  négative  de  l'axe  des  j  qu'on  rend  le 
poljnome  positif. 

Ces  deux  résultats  peuvent  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

Ayan  t  divisé  le  plan  ^  par  la  droite  [i)en  une  région 
positive  et  une  région  négative^  pour  amener  le 
point  A,  par  une  rotation  autour  de  O,  dans  la 
région  positive,  il  suffit  de  le  faire  tourner  i  d^un 
angle  moindre  que  -it,  dans  le  sens  positif  de  la  trigo- 
nométrie. 

Soit,  d'autre  part,  un  polygone  ABCDEF  rapporté  à 
deux  axes  rectangulaires  issus  d'un  point  O  intérieur 
au  polygone,  et  soient  a7,jK),  ^2/27  x^y-i,  ...  les  coor- 
données de  ses  sommets  A,B,C,D,  ...,  dans  l'ordre  où 
ils  sont  rencontrés  par  un  mobile  qui  se  meut  sur  le 


contour  du  polygone  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire 
de  telle  sorte  que  le  rayon  vecteur  allant  du  point  O  au 
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point   mobile    tourne    dans   le    sens  positif.   Ecrivons 
l'équation  de  la  droite  AB  sous  la  forme 

{Xi—X',)(y2-'r)  —  {ri  —  yi)(^z—^)=o. 

Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  ou  met  à  la 
place  de  x  et  y,  les  coordonnées  o,  o  de  l'origine,  on 
trouve 

quantité  positive  d'après  ce  qui  précède,  puisque  le 
point  B  est  dans  la  région  positive  par  rapport  à 
l'équation  de  la  droite  OA,  mise  sous  la  forme  (i).  Si 
donc,  dans  ce  même  poljnome,  x  et  y  désignent  les 
coordonnées  d'un  point  M  intérieur  au  polygone,  et  par 
conséquent  situé,  par  rapport  à  la  droite  AB,  du 
même  côté  que  le  point  O,  ce  poljnome  sera  positif,  et 
la  distance  du  point  M  à  la  di^oite  AB  sera  positive  et 
égale  à 

\/{xi  —  Xiy-^(yi—yi)^ 

De  même,  les  distances  du  point  M  aux  droites  BG, 
CD,  ...,  EA  seront  positives,  et  s'exprimeront  comme  il 
suit  : 

/(a-,—  3:3)2 +  (^2—^3)' 

(x„—  xi){yi—y)  —  (yn—yi)(xi  —  x) 

n  désignant  le  nombre  des  sommets  du  polygone. 

En  multipliant  ces  expressions,  respectivement,  par 
les  mesures  des  distances  AB,  BG,  GD,  etc.,  et  faisant 
la  somme  des  produits,  on  trouve  une  fonction  linéaire 
de  X  et  de  y.  Mais  on  observe  que  dans  cette  fonction 
le  coefficient  de  x  est  nul,  ainsi  que  le  coefficient  de  y. 
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La  somme  trouvée  est  donc  indépendante  de  la 
position  du  point  M,  et  l'on  est  conduit  au  théorème 
suivant  : 

La  somme  des  produits  des  côtés  d'un  polygone 
par  les  longueurs  des  perpendiculaires  à  ces  côtés, 
menées  par  un  point  intérieur  au  polygone,  est 
toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  position  de  ce 
point. 

Soit  2 S  cette  somme;  on  peut  appeler  aire  du  poly- 
gone la  grandeur  S,  et  l'on  trouve 

(2)      aS  —{xiyi  —  X2yi)-^-(Xiy^—Xiy.i)^...+  {T„yi—Xiyn). 

2.  Considérons  maintenant  un  point  M,  extérieur  au 
polygone  ;  joignons-le  à  tous  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E, 
et  parmi  les  triangles  MAB,  ACB,  ...,  ainsi  construits, 
considérons  : 

i°Ceux  qui  sont  partiellement  intérieurs  au  polygone 
(tels  les  triangles  MBG,  MGD,  MDE); 


C  / 

Fig.  2. 

P^^^ 

-c'           \          ^ 

-^^\y^ 

D 

E 

M 


y 

2°  Ceux  qui  lui  sont  lolalement  extérieurs,  tels  les 
triangles  MBA,  MAE. 
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Dans  la  somme  analogue  à  celle  qui  entre  dans 
l'égalité  (2),  un  triangle  de  la  première  catégorie  donne 
lieu  à  un  terme  positif;  car  les  points  M  et  O  sont  du 
même  côté  par  rapport  à  la  base  du  triangle.  De  même, 
un  triangle  de  la  deuxième  catégorie  donne  lieu  à  un 
terme  négatif,  et  la  somme  algébrique  des  aires  de  nos 
triangles  s'exprime  encore  par  la  formule  (2). 

D'autre  part,  cette  somme  est  indépendante  de  la 
position  des  axes  de  coordonnées  par  rapport  au  poly- 
gone. Son  expression  analytique  est  toujours  la  même; 
c'est  là  un  fait  dont  la  vérification  analytique  ne  com- 
porte aucune  difficulté. 

3.  Tout  ce  qui  précède  se  rattache  au  procédé  d'ar- 
pentage, dit  à  la  planchette.  Mais  on  emploie  aussi 
d'autres  procédés  tels  que  le  procédé  parla  décomposi- 
tion en  trapèzes,  consistant  à  décomposer  le  polygone  en 
divers  polygones  plus  aisément  mesurables,  et  à  faire  la 
somme  de  leurs  aires.  La  formule  (2)  va  nous  montrer 
que  cette  somme  est  toujours  la  même,  quelque  soit  le 
procédé  employé. 

Considérons  d'abord,  sur  une  droite  AB,  les 
points  A,  I,  2,  ...,  B,  dont  nous   désignons  les  coor- 

H^ig.  3. 


t- 


"n 


données  par  ^njo^  ^ij'15  ^ly-i-,  •■■-,  ^'nyn]  P"is  faisons 
la  somme 

{x^y^—y^XY)  +  {XiyT,  —  y),x.,)^...^{.rn_yyn—yn-i^n)- 

Le  point  X\  ,^,  étant  en  ligne  droite  avec  les  points  a^o, 
y,,)  et  Xo,  J'o,  on  peut,  dans  les  deux  premiers  termes 
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de  cette  somme,  remplacer 

Ti     par     Xo-^l(Xi—  To), 
yi     par    7o-H  A(j2— 7o). 

On  trouve  ainsi  : 

'^  1  JKî  — r  1  ^2  =  (  I  —  >^  )  (  ^0^2  —  JKO  ^2  ), 

puis 

ce  qui  diminue  d'une  unité  le  nombre  des  termes  de 
la  somme  ci-dessus.  Dans  la  somme  transformée,  on 
remplacera  les  deux  premiers  termes  par  un  terme 
unique 

et  ainsi  de  suite.  Finalement,  la  somme  entière  sera 
remplacée  par 

^0  y  II    yo'^n' 

On  pourrait  dire  aussi  :  Soit  S  la  distance  de  l'origine 
des  coordonnées  à  la  droite  AB.  La  somme  ci-dessus 
est  ét>ale  à 


8(Ai-h  12  -h  -.43  . . .  -h  /'  —  I  B  )  =  o,AB  =  Toy,,  —  ya^n. 
Nous  observerons  encore  que 

^ryp^\  =  yp  ^p^i  =  —  ('■^>+i  j>  —  yp+ 1  ^>  )  ; 

de  telle  sorte  que  si  l'on  chemine  sur  le  contour  d'un 
polygone  dans  un  sens  déterminé,  en  faisant  corres- 
pondre à  chacun  de  ses  côtés  un  terme  de  la  forme 

■^py/'+i    y/>  '^/-'H-i  ) 

où  p  et /?  +  I  désignent  les  numéros  d'ordre  de  deux 
sommets  consécutifs,  quand  on  cheminera  sur  le  même 
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côté  en  sens  inverse,  on  sera  conduit  à  lui  faire  corres- 
pondre un  terme  opposé  au  précédent. 

4.  Soit  maintenant  un  polygone  ABCDE,  décom- 
posé d'une  manière  quelconque,  en  polygones  par- 
tiels Bj'gi,  igh.  ....  Faisons  la  somme  de  leurs  aires,  en 
appliquant  à  chacun  d'eux  la  formule  (2).  Soit  S 
cette  somme  :  nous  trouverons 


2S 


=2:< 


^pyp+\  —  y  i'  ^p-^i  )y 


la  somme  S  s'étendant  à  tous  les  côtés  des  polygones 
partiels,   parcourus  d'après  la  loi  suivante  :    1°  En  ce 

Fig.  4. 


qui  concerne  les  côtés  appartenant  au  contour  du 
polygone  total,  chacun  d'eux  est  parcouru  une  seule 
fois  dans  le  sens  positif  (  '  )  et  la  somme  de  tous  les 
termes  répondant  aux  côtés  (tels  A  A.    A/,   /B)   dans 


(')  Nous  prenons  par  exemple  pour  sens  positif  le  sens  delà 
rotation  d'un  vecteur  issu  d'un  point  fixe  à  l'intérieur  du  polygone 
et  dont  l'extrémité  est  au  point  mobile,  le  sens  de  cette  rotation 
étant  le  sens  positif  de  la  trigonométrie;  ou  bien  encore  nous  sup- 
posons qu'un  observateur,  se  déplaçant  avec  le  mobile,  aura  sans 
cesse  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée. 
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lesquels  se  décompose  un  des  côtés  du  polygone  loLal, 
se  réduit  à  un  seul  terme  de  la  forme 

où  p  et  />  =  I  désignent  les  numéros  d'ordre  de  deux 
sommets  consécutifs  du  polygone  total  {x'oir  n°  3). 

1''  Chacun  des  côtés  des  polygones  partiels,  intérieurs 
au  polygone  total  (par  exemple  kl^  lg\,  gf)  sera  par- 
couru deux  fois  en  sens  inverse  et  donnera  lieu  à  deux 
termes  égaux  et  de  signe  contraire,  comme  il  est  dit  à 
la  fin  du  n"  3.  Donc  on  trouvera,  finalement,  une  for- 
mule entièrement  identique  à  la  formule  (2). 

0.  Ce  qui  précède  conduit  naturellement  au  calcul 
de  l'aire  limitée  par  un  segment  de  courbe  OA  12...B. 
En  effet,  dans  ce  segment,  inscrivons  une  ligne  poly- 
gonale A  I2  3...B,  et  évaluons,  par  la  formule  (2),  l'aire 


du  polygone  OA12...B,  en  supposant  l'origine  des 
coordonnées  au  point  O.  Nous  trouvons 

en  désignant  par  Xp^yp^  oCp^t,  yp_^f  les  coordonnées 
de  deux  sommets  consécutifs  de  notre  ligne  polygonale. 
Ecrivons  le  terme  général  de  cette  somme  sous  la  forme 
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Si  les  deux  sommets  consécutifs  se  rapprochent  de 
plus  en  plus,  chaque  terme  de  notre  somme  est  un  infi- 
niment petit,  et  la  somme  de  ces  infiniment  petits  a 
pour  limite  l'intégrale 


/ 


X  dy  —  y  dx 

calculée  tout  le  long  de  l'arc  AB.  Ce  résultat,  et  ses 
conséquences,  sont  choses  trop  connues  pour  qu'il  soit 
nécessaire  d'j  insister  plus  longuement. 


C0\C01RS  SPÉCIAL  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  l'OLYTECHMOliE 

m  1919. 

SUJETS  DE  COMPOSITION. 


Première  composition  de  Mathématiques. 

On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  de  lon- 
gueurs 2  a,  2  6,  et  les  tangentes  aux  quatre  sommets. 
Sur  cette  ellipse,  on  prend  un  point  M,  de  coordonnées 
X  ■=  a  cos  'iî,  y  ^  h  sin  'j,  et  l'on  mène  la  tangente  en  ce 
point.  On  trace  le  cercle  C  qui  a  pour  diamètre  la  par- 
tie de  celte  tangente  comprise  entre  les  tangentes  aux 
sommets  du  grand  axe  et  le  cercle  C  qui  a  pour  dia- 
mètre la  partie  de  la  même  tangente  qui  est  comprise 
entre  les  tangentes  aux  sommets  du  petit  axe. 

I  °  Former,  en  fonction  du  paramètre  ;5,  les  équations 
des  cercles  C  et  C  Quelles  remarques  peut-on  faire  au 
sujet  des  deux  familles  de  cercles  C  et  C  et  de  leur 
axe  radical? 

2°  Calculer,  en  fonction  de  es,  les  coordonnées  des 
points  d'intersection  D  et  D   des  deux  cercles  C  et  C. 

3"  Trouver,   lorsque  M   décrit  l'ellipse,   le  lieu    du 
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point  P  qui  divise  le  segment  DD'  dans  un  rapport 
donné  m. 

4°  Enveloppe  des  courbes  ainsi  trouvées  pour  les 
diverses  valeurs  de  m.  Discuter  la  réalité  des  points  de 
contact  de  ces  courbes  avec  leur  enveloppe  ;  distinguer 
les  divers  cas  de  figure. 

Deuxième  composition  de  Mathématiques. 
On  donne'l'équation  en  / 

(E)  (b  —  at){i-\-t^)—\  =  o. 

i"  Déterminer  les  coefficients  a  et  ^  de  manière  que 
cette  équation  admette  une  racine  double  donnée  G. 

2°  Considérant  les  expressions  ainsi  trouvées  pour 
a  et  b  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  M,  construire  le  lieu  (C)  des  positions  que  prend 
le  point  M  quand  on  fait  varier  la  racine  double  don- 
née h. 

Les  coefficients  a  el  b  étant  supposés  quelconques, 
quelle  est  la  signification  géométrique  de  l'équation  (E) 
relativement  à  la  courbe  (C)  et  au  point  P  de  coor- 
données a  et  6? 

3"  Dans  l'équation  (E),  on  donne  à  b  la  valeur-  et 

o 

on  laisse  a  quelconque  ;  discuter,  suivant  la  valeur 
de  a,  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (E). 

Contrôler  les  résultats  de  la  discussion  algébrique  en 
utilisant  la  signification  géométrique  de  l'équation  (E). 

4°  La  tangente  à  la  courbe  (C),  de  coefficient  angu- 
laire m  =  tanga,  rencontre  cette  courbe  en  deux  points 
M,  et  Ma  autres  que  le  point  de  contact  Mq.  Calculer, 
en  fonction  de  a,  la  longueur  de  l'arc  M,  Mu  M2  com- 
pris, sur  la  courbe  C,  entre  les  points  M,   et  M^.  On 

supposera  —  -^a^— •  (4  heures). 
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Épure. 

Par  un  point  O,  situé  à  S*^"'  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal de  projection  et  à  9""  en  avant  du  plan  ver- 
tical, passe  une  droite  de  front  A,  qui  fait  un  angle  de 
45°  avec  la  verticale  et  va  en  descendant  de  gauche 
à  droite.  Une  droite  de  front  Y  fait  un  angle  de  3o" 
avec  A.  La  perpendiculaire  commune  aux  droites  T 
et  A  passe  par  le  point  0  et  a  pour  longueur  S"™.  La 
droite  F,  en  tournant  autour  de  A,  engendre  un  hjper- 
boloïde  H. 

Par  le  point  O,  on  élève  à  A,  dans  le  plan  de  front, 
une  perpendiculaire  OS  de  longueur  égale  à  3'™,  au- 
dessous  de  O. 

Une  droite,  passant  par  S  et  faisant  un  angle  de  3o" 
avec  SO,  engendre  un  cône  C  en  tournant  autour 
de  SO. 

On  limite  l'hyperboloïde  H  par  le  plan  horizontal  de 
projfction  et  par  un  plan  de  profd  situé  à  3''™  à 
gauche  du  point  O.  Représenter  ce  qui  reste  de  ce  so- 
lide lorsqu'on  enlève  la  partie  intérieure  au  cône  C. 

Ligne  de  terre  sur  le  petit  axe  de  la  feuille.  Ligne  de 
rappel  du  point  O  à  ô*"'"  à  gauche  du  grand  axe. 


SOLIITIOVS  DE  Ol]ESTIO\S  PROPOSÉES- 


1571. 

( 1887,   p.  582;    1917,  p.  235.  ) 

C^j  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  p 
à  /j,  démontrer  la  formule 

(Pellerin.) 
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Solution 
Par  M.  R.  B. 

Désignons  par  A„  la  somme  qui  forme  le  second  membre 
de  la  formule  à  démontrer.  A,;  est  le  coefficient  de  x"-  dans  le 
polynôme 


On  a 


•2"a7«(ar  +  1)". 


\>{x  )  =  {t-\-\)"[(x  -\-  i)«  +  '2r(a"-i-i  )"-'  +  ..  .-4-'2".r"] 


=  (a7-M)« 
—  (x  +  i)« 


IX  —  {x  -\-  l) 


II  résulte  de  là  que  le  polynôme 

Q(a-)=  (a;  — i)P(a;)  +  (a; -t- 1)5"+' 

est  divisible  par  x"^'^. 

Le  terme  indépendant  dans  le  polynôme  Vix)  étant  égal 
à  I,  posons 

\^{x)  =  I  -t-  Ai^"  -)-  K^x'--^-.  .  .-V-  knX"^-\- 

En  écrivant  que  les  termes  de  Q(a:),  de  degrés  inférieurs  à 
/i  -H  I,  sont  nuls,  on  a  la  suite  d'égalités 

I        —  Al -i-G»,,+  i  =  o. 
Al      —  A2  -H  G|„+i  —  o, 


A„_i  —  A„  ■+-  yj-^,i^\  —  o, 
d'où,  en  ajoutant, 

A„=  1  +  C]„+i  +  C8„^,  -^  . . .+  G'.i„^,. 

Or  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  est  égal  à  la 
demi-somme  des  coefficients  de  (ar -4- O^"-*-',  somme  égale, 
comme  on  sait,  à  2^"+'. 

Donc 

A„  =  2-".  c.  Q.  F.  D. 


(  439  ) 

Aulre  solulioa  par  M.  H.  de  Montillk,  qui  déduit  de  sa  démons 
iralion  d  autres  ideutités,  par  exemple  celle-ci  : 

^In —  rn  _^  r. /'•'-;-  o  r."- 2     _4_o2r."--'     -4- 

-+-3''-2C'   ,o  +  2"-l. 


1761. 

1  1897,   p.  148.  ) 

Cinq  droites  quelconques  sont  données  dans  un  plan. 
On  mène  une  transversale  par  un  point  fixe  et.,  sur  cette 
droite,  on  prend  un  sixième  point  qui  forme  une  involu- 
tion  avec  les  cinq  points  déterminés  par  les  cinq  droites 
données.  Le  lieu  géométrique  de  ce  sixième  point,  quand 
la  transversale  tourne  autour  de  son  pivot,  est  formé  de 
cinq  coniques.  (DiiwuLF.) 

Solution 
Par  M.  L.  Maloue. 

Gel  énoncé  est  erroné. 

Soient  i,  2,  3,  4i  5  les  cinq  droites  données,  O  le  point  fi\e, 
Ml,  .M2,  M3,  M4,  M5  les  cinq  points  d'intersection  des  cinq 
droites  avec  une  sécante  D  variable  issue  du  point  O,  M  un 
point  de  cette  sécante  tel  que  les  trois  couples  (M,  Mi),  (Mj, 
M3),  (1VI4,  M5)  forment  une  iavolution.  Il  est  clair  que  le 
point  M  est  unique  sur  la  sécante.  Le  lieu  de  M  est  donc  une 
unicursale  F. 

Pour  trouver  l'ordre  de  F,  il  faut  chercher  combien  de 
fois  cette  courbe  passe  en  0.  Supposons  que  D  soit  tel  que  M 
soit  confondu  avec  0.  Il  y  a  alors  involution  entre  les  trois 
couples  (O,  M,).  (M2,  M3),  (M4,  M5). 

On  a  donc  l'égalité  entre  rapports  anhannoniques  de 
points 

(  Ml  O  M2  M4)  =  (  0  M,  Mj  M5  )  =  (  Ml  O  M.5  M3  ), 

et  par  suite  l'égalité  entre  rapports  anharmoniques  de  fais- 
ceaux 

A (  Ml  O  M,  Mi)  =  B  (  M,  0  M5  M3 ), 

en  appelant  A  le  point  de  rencontre  de  2,4  et  B  le  point 
de  rencontre  de  3,5.  Mj  appartient  donc  au  lieu  défini  par  la 
relation    précédente.  Gomme  les   deux  faisceaux   ont  chacun 
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trois  rayons  fixes,  ce  lieu  est  une  conique  V  qui  passe  en  A 
et  B.  r'  rencontre  i  en  deux,  points.  F  a  donc  un  point  double 
en  O  et  c'est  une  cubique. 

Cette  cubique  a  été  obtenue  en  associant  les  points  M, 
M|,  .  . . ,  M5  dans  un  certain  ordre.  En  faisant  varier  cet  ordre 
de  toutes  les  manières  possibles,  on  trouve  que  le  lieu  complet 
se  compose  de  i5  cubiques. 

Autre  solution,  par  M.  H.  de  Montille. 
1779. 

(1897,    p.  3S8;  1917,  p.   3!î6.) 

La  ligne  OMN  rencontre  les   lignes  AB,  AG  en  M  et  N, 

de  telle  sorte  qu'on  a  OAl'.AN.AG  =  ON'.AM.MB.  Déter- 
miner O.  fW.-J.  Greenstreet.) 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


Soient  x^  y  les  coordonnées  de  O  par  rapport  aux  axes  ABa?, 
h-Cy,  on  a  immédiatement 


d'où 


OM    _  y    AiM 
ON     ~   ^    AN   ' 

r2  _    ÔM^     an'    _  AN.BM  _  BB^ 
^~    5^   ^-ÂJVTÂG-ÂG' 

Bj  désignant  l'intersection  de  la  parallèle  à  AG  menée  par  B 
avec  MN;  soient  B2  l'intersection  avec  AG  de  la  parallèle 
à  ABi  menée  par  B,  Dj  l'intersection  de  la  perpendiculaire 
à  AG  en  A  avec  le  cercle  de  diamètre  GBj,  on  a 

BB ,  _  AB2  _    DB.2    _  y^ 
AG   ~  ÂG   ""  ^JT^  ~  ^' 

formule  qui  détermine  immédiatement  deux  droites  AO],  AO2 
conjuguées  harmoniques  par  rapporta  AB,  BG,  dont  l'inter- 
section avec  ININ  détermine  les  deux  points  O  solutions  du 
problème. 
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AVIS. 


Au  moment  où  les  études  scientifiques,  iiiterrompiics 
par  la  guerre,  reprennent  un  vij^oureux  essor,  il  nous 
a  paru  que  les  Nouvelles  ,\niiales  se  devaient  d'aj)- 
porler  un  concours  plus  efficace  que  par  le  passé  à 
lEnseionement,  et  parliculièreuient  à  l'Enseigneuient 
Supérieur.  Nous  avons  ainsi  été  conduits  à  concevoir 
«ne  véritable  réorganisation  de  ce  journal,  dans  le 
sens  que  nous  allons  indiquer. 

Chaque  numéro  des  Nouvelles  Annales  contiendra, 
en.  [)rincipe,  des  Mémoires  originaux,  des  Exercices 
de  Licence  et  cV Agrégation,  une  Chronique  du  mou- 
vement niathéniatique,  des  Enoncés  et  des  solutions 
de  questions. 

1°  Les  Mémoires  seront  choisis  de  manière  à  être 
intelligibles  à  tout  lecteur  de  culture  mathématique 
générale;  nous  entendons  par  là  :  possédant  les  con- 
naissances que  l'on  accpiierl  dans  les  Lycées  et  les 
Facultés.  C'est  dire  que  nous  écarterons  les  travaux 
portant  sur  des  sujets  trop  particuliers,  aussi  bien 
^Tordre  élémentaire  que  d'ordre  supérieur,  à  moins 
<iu'ils  ne  soient  présentés  de  manière  à  se  rattacher 
aux.  connaissances  générales  définies  plus  haut.  Cer- 
taines questions  n'intéressent  qu'un  petit  nombre  de 
spécialistes,  dont  on  n'est  pas  obligé  de  suivre  les 
études  pour  être  quand  même  assez  bon  mathémati- 
cien, et  ni  l'esprit  <les  Nouvelles  Annales,  ni  leur 
format  liiuilé  ne  leur  peiineLtent  (h"  faire  accueil  aux 
productions  de  ces  savants,  si  mc-iitoires  soient-elles. 

Ann.  de  Malltëinal.,  4°  série,  t.  XIX.  (Décembre  1919.)       34 
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En  revaiiclic,  elles  feroii!  bon  acc'ueil  à  des  articles 
qui,  sans  viser  à  V originalité  proprement  dite,  seront 
consacrés  par  e\eniple  ù  l'exposition  de  théories  insuf- 
fisammenl  connues  en  France,  ou,  qui  même  traitant 
des  pro|)ositi()ns  les  plus  classiques,  se  recommanderont 
par  le  sinq)lc  [K-rlcctionnement  d'un  détail  de  démons- 
tration. 

2"  Comme  par  le  passé,  nous  publierons  les  sujets 
des  compositions  données  dans  les  diverses  Facultés, 
pour  l'obtention  des  certificats  de  licence  (mathéma- 
tiques générales,  calcul  dilïerentiel  et  intégral,  analyse 
supérieure,  géométrie  supérieure,  mécanique  ration- 
nelle, mécanique  appliquée,  astronomie,  physique  ma- 
thématique). Mais  nous  donnerons  en  outre,  pour  le 
plus  grand  noml)re  possible  de  sujets,  des  solutions 
plus  ou  moins  détaillées,  soit  en  même  temps  que  les 
énoncés,  soit  dans  des  numéros  ultérieurs.  Nous  publie- 
rons aussi,  également  avec  solutions,  des  sujets  d'exer- 
cices intéressant  les  candidats  à  l'Agrégation,  et  les 
problèmes  tlonnés  [K)ur  l'Agrégalion  et  pour  l'admis- 
sion aux  grandes  Ecoles. 

Nous  sommes  heureux  d'adresser  ici  nos  remercie- 
ments à  MM.  les  Professeurs  des  Facultés  des  Sciences, 
qui  ont  bien  voulu,  pour  la  plupart,  nous  promettre, 
pour  cette  partie  du  journal,  un  concours  à  défaut 
duquel  notre  tâche  eût  été  à  peu  près  impossible. 

3"  Dans  la  Chronique  du  mouvement  mathéma- 
tique^ nous  publierons  des  nouvelles  intéressant  le 
monde  des  malhématiciens,  telles  que  nominations,  dis- 
tinctions, ouvertures  de  Cours  importants  ;  des  résumés 
plus  ou  moins  détaillés  de  découvertes  récentes  (sans 
qu'il  s'agisse  d'un  dépouillement  systématique  des 
périodiques,  travail  pour  lequel  il  existe  des  publica- 
tions auxquelles  les  'Nouvelles  -In miles  ne  prétendent 
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pas  se  substiliier)  ;  des  analyses  bibliographiques,  etc. 
4"  Nous  continuerons  à  proposer  régulièrement  des 
Questions^  portant  sur  les  parties  les  plus  diverses  des 
mathématiques,  pour  donner  à  nos  lecteurs  le  moyen 
de  collaborer  le  plus  largement  possible  à  la  rédaction 
des  Nouvelles  Annales. 

Nous  espérons  que  ce  programme  recevra  l'agrément 
de  nos  lecteurs  :  notre  but  est,  on  le  voit,  beaucoup 
moins  de  faire  des  Nouvelles  Annales  un  des  pério- 
diques où  se  crée  la  Science,  que,  plus  modestement  et 
non  moins  utilement,  crojons-nous,  de  les  mettre  au 
service  de  la  Culture  mathématique.  Il  nous  semble, 
en  particulier,  que  notre  journal  peut  servir  de  trait 
d'union  entre  les  diverses  Facultés  et  faciliter  leur 
collaboration.  Notre  plus  vif  désir  serait  que  les  Pro- 
fesseurs portassent  à  notre  œuvre,  telle  que  nous  avons 
essayé  de  la  définir,  un  intérêt  dont  ils  nous  donneraient 
la  preuve  par  de  fréquentes  communications.  , 

Les  rédacteurs  : 
Ci. -A.  Laisajnt,  R.  Bricard, 

G.  FoNTEM-:,  A.  Boulanger. 
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SLR  LES  ÉQUATiOV'S   DE   DID»\; 

Par  m.  Pierre  HUMBERT, 

Maître  de  Conférences 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier, 


1.   Soit  une  fonction  z[x)  vérifiant  une  équation  dif- 
férentielle E,.  linéaire,  homogène,  et  d'ordre/?, 

.p  ,        .     dPz        .  di>   "^  ^     fiz 
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où  1rs  A  sont  (les  fonctions  de  x.  11  csL  clair  (jiie  la 
fond  ion 

■^'^"^=^' 

où  /i  est  un  entier  arbitraire,  vérifie  une  équation  dirté- 
rentielle  du  même  tjpe,  que  l'on  formera  en  déri- 
vant 1,  2,  ...,  n  fois  par  rapport  à  a?  le  premier  membre 
deE,,   en  éliminant  entre  ces  n  équations  et  Téqua- 

lion  El  elle-même  les  n  quantités  ::,  -j->  -  ■  ■  ■,  —, ■  ,  et 

1  dr  dx"   1 

en  remplaçant  ensuite  dans  l'équation  Eo  restante  les 

,     ,      d'^z     d"+^z  d"->-t'z  dy  di'y 

symboles-; — ,  -r — -—>  '••■,—. — — -  par  r,  -y-^  •    •>  -r- • 
•^  dx'i     d.T'^+^  dx"+P  ^       -^  '    dx  dxi' 

Réciproquement,  si  une  fonction  y{x)  vérilie  une 
équation  Eo,  linéaire,  liomogène  et  d'ordre  p.  on 
pourra  toujours  former  une  équation  E,  du  même 
type,  la  relation  entre  E,  et  Eo  étant  celle  que  nous 
venons  de  décrire. 

Les/?  intégrales  indépendantes  )-,j^2...j)^p  deE.,  se  dé- 
duiront alors  des  y9  intégrales  indépendantes;,  z^---  Zp 
de  E,  par  les  relations 

L'intégration  complète  de  E^  est  ainsi  ramenée  à 
celle  de  E,,  qu'un  choix  convenable  de  l'entier  n 
pourra,  dans  certains  cas,  rendre  plus  simj)le  (pie  E^. 

2.  Considérons  en  particulier  le  cas  où,  dan?  l'équa- 
tion  E,,  chaque  coefficient  h.\  de -7-^  est  un  polvnomc 
en  X  de  degré  \  pouvant  d'ailleurs  s'abaisser  à  un  degn'; 
inférieur.  L'équation  E^  s'obtient  alors  très  simplement 

en  dérivant  n  fois,  terme  à  terme,  l'équation  E,,  et  en 

,  d"^ z  ,         .    ,     ,,.  ,.   i- 

remplaçant  -r—j^  par  y,  sans  qu  on  ait  a  elteclncr  ti  éli- 
mination. 
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De  même,  on  passe  uisément,  en  sui\  ant  la  marche 
inverse,  de  réquation  E2  à  l'équation  E, . 

Nous  dirons,  dans  ce  cas,  que  E|  est  \  équation  de 
Didon  de  Eo.  pour  la  valeur/?. 

3.  Afin  de  montrer  l'intérêt  de  cette  notion,  rap- 
pelons brièvement  quelques  cas  bien  connus,  empruntés 
à  la  théorie  des  fonctions  spliériques  et  analogues,  où 
l'on  tait  usage  des  principes  ci-dessus. 

a.  Equation  des  polynômes  de  Legendre.  — 
L'exemple  est  classique.  Le  polynôme  de  Legendre  V„ 
d'ordre  /«,  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

{x-  —  I )  j'" -f-  2 xy'  —  n{n  -^  i) y  ^  o 
pouvant,  comme  on  le  sait,  se  mettre  sous  la  forme 

A  étant  un  coefficient  constant  convenablement  choisi,  il 
est  clair  que  l'équation  de  Didon,  pour  la  valeur  /?, 
sera  l'équation 

{x- —  \)  z" ^  ■i{n  —  i)  xz  — inz  =  o 

vérifiée  par  la  fonction  i^x-  —  i  )".  On  en  écrit  alors 
immédiatement,  par  la  formule  d'Euh-r,  une  deuxième 
solution  indépendante 

q{x)  =  (x'-—i)"-    I      ,  ; 

et  par  conséquent  on  a  deux  solutions  indépendantes 
de  l'équation  de  Legendre,  la  première 
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qui  est  le  poljnome  de  Legendre,  et  la  deuxième 

ri  II 


Q« 


-  d"  r  ,      c" 


qui  est  la  fonction  de  Legendre  de  seconde  espèce. 

h.  Le  résultat  précédent  s'étend  sans  peine  aux 
('■quations  différentielles  qui  définissent  les  fonctions 
spliériques  adjointes  et  les  fonctions  toroïda/es. 

c.  L'application  du  même  procédé  à  l'équation 
liypergéoînéli'ique  est  également  bien  connue. 
Darboux,  dans  son  étude  sur  les  polynômes  de  Jacobi  ('), 
en  a  tiré  une  expression  de  la  fonction  de  la  seconde 
espèce  rattachée  à  ces  polynômes. 

d.  Signalons  aussi,  sans  insister  davantage,  les 
équations  différentielles  des  polynômes  de  Laguerre 
et  d'Hermite  (à  une  variable),  pour  lesquelles  l'équa- 
tion de  Didon  se  forme  iminédiatement. 

4.  Tous  les  exemples  précédents  portent  sur  des 
équations  du  second  ordre,  dont  on  connaît  déjà  une 
solution  :  la  deuxième  intégrale,  c'est-à-dire  la  fonction 
de  seconde  espèce,  se  trouve  donc  immédiatement  par 
la  méthode  d'Euler.  Le  procédé  de  l'équation  de  Didon 
donne,  simplement,  une  seconde  expression  pour  cette 
fonction  :  mais,  à  tout  prendre,  il  ne  présente  alors 
qu'un  médiocre  intérêt.  Traitons  un  cas  plus  compliqué, 
où  l'équation  est  du  troisième  ordre. 

Considérons  les  polynômes  d'ordre  2  n  en  .^ ,  intro- 
duits par  M.   Appell  comme  généralisation  des  poly- 


(')  Approximations   des  fonctions    de    très   grands   nombres 
(Journ.  Math,  pures  etappL,  1878). 
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nomes  de  Legendre  ('),  et  délînis  pcir 

Ce  polvnonie  \érilie,  comme  on  peul  s'en  assurer, 
l'équation  difrérentiellc  du  troisième  ordi'e 

(  1  )  r  (  I  —  ./■-  )  /  '"  -h  2  (  I  —  1x-)  y"  -^  3  (  rt  —  I  ) 

X  ( rt  -i-  '2 )  xy' -k-  •in{n  -\-  \){n  -^  -ijy  =  o. 

L'intégration  complète  de  cette  écpialion.  à  noire 
connaissance,  n'a  pas  encore  été  faite.  Cherchons  à 
obtenir,  parla  méthode  de  léqnalion  de  Didon,  deux 
autres  solutions,  l'our  la  valeur  //.  1  équation  de  Didon 
est 
(  •'. )  x(\  —  X-) z'" -H ( •>-  —  n) 

X  ( I  —  'ix^)z"  —  'ox{\  —  ■>n)z'-^C)nz=^o. 

On  en  lire,  en  intégrant  Icrine  à  Icrnie. 
<3)         x{\  —  X-  }z"  ^{i  —  n  )(i  —  'ix-)z'  -^  ùnxz  =  o. 
et,  en  intégrant  une  fois  encore, 
{^)  x{\  —  x-)z' — n(i  —  33i-)3  =  o. 

L'équation  (  \  )  est  vériliée  par  la  foiu  lion 

.s  —  x"{l  —  X^')" 

qui    vérilie    aussi    (3)    et,    comme    il   falhiit    s'v    atten- 
dre, (2). 

L'équation  (  3)  étant  du  second  ordre,  rien  n'est  plus 
facile  que  d'en  (K'icrminer  une  seconde  solution  r|.  qui 
sera  aussi  solution  de  (2).  On  trouve  tout  de  suite 

/"  du 

k  X'' 


-ni  y a"-)"      /        


(')  Arcliiv  Math.  PhysiA\,  3'  série,  1901,  p.  70. 
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flou    ron    lircr.i    une    expression    pour    une    solution 
(le  (i),  e'esl-à-dire  une  fonelion  de  seconde  espèce 

Kl  =  /  -7 X"  (l  —  X-^  )«     /        

Voyons  sous  quelle  forme  elle  se  présente.  Si  n  est 
pair,  donc  n -\-  i  impair,  la  décomposition  en  élémenls 
simples  de  la  fraction 


donnera  des  termes  en 


(l-f-    U)"^l-  (1   -T-    II)" 


et 


(i  —  ?<)"-'-'        (  I  —  a)"                      i  —  a 
Si  7.  est  le  coefficient  de  ->  les  coefficients  de  


et seront et  H :   en  intéfirant,   on  obtiendra 


donc  des  Icrnics 


a;"  X       (i  — .7'^)"  \  —  x' 

el  un  tenue  non  alj;('l)ii(pie,  qui  sera 

'J.  log    ^ ■  • 

V  '  —  -^  ' 

Donc,  a\ee  un  clioix  convenable  du  coeKicicnl  A",  on 
aura 


^^^"(i  —  x-)"luj 


V^i  —  J'- 


-t-  polynôme  d'ordre 3/2  —  i 
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et,  j)ar  conséqiunt. 


j'i  =  -  p2«(-?')  log — ==  -+-  polynôme  d'ordre  y.n  —  i . 
2  '  y/ 1  —  ar- 


Si   /t  v>l   iin|i;iii'.   // -j- I    sei'a  pair,  et  il  nv  aura  pas 

dans  la  dt-coninositioii  de  U-niic  fu  -  •  Le  terme  lo<>a- 

'  II,  ° 

ritliniiciue  sira  alors  lo" — '■ — ,  cl   Ion  aura  pour  y,  la 
forme 


l'i  =  -  P?/,  l'a;)  log V-  polynôme  d'ordre  i/i  —  i. 


On  voit  tout  de  suite  l'analogie  de  cette  fonction  de 
sec'onde  espèce  avec  la  fonction  de  Legendre. 

Cherchons  maintenant  une  troisième  solution  de 
lèquation  de  Didon  :  c'est  chose  aisée,  puisque  nous  en 
connaissons  déjà  deux:  après  une  première  intégration, 
nous  trouverons,  en  sous-cntendant  le  coefficient 
constant. 

Sans  avoir  besoin  de  remonter  à  z-j-,  nous  écrirons 
immédiatement  la  fonction  }'■>,  fonction  de  troisième 
espèce,  sous  la  l'orme 


dx"-i 


r^         du        1 


I.  intégration  complète  de  l'équation  des  polvnomcs 
de  M.  Appell  est  ainsi  effectuée. 

Cette  fonction  j)''2  de  troisième  espèce  a  une  expres- 
sion moins  simple  fjue  la  fonction  de  deuxième  espèce  : 


(    i5o  ) 
oii  verrait  en  effet  que 

I  l  -\-  T 

-  P.>,i( x)  log f-  fonction  aliiébi'iqiie  de  x 

•jt      "  1  —  X 

(  n  pair  j, 

7  2- 

-  r*2 «(•''")  log     ,  -t-  fonction  algébrique  de  a: 

2  y/ I — J"- 

(«  impair  )  : 

mais    la    lonelioii    (Mjmplénienlaire    est    une    Iraclion 
rationnelle  et  nnn  plus  un  polynôme  entier. 

5.  La  notion  d'équation  de  Didon  s'i'lend  sans  peine 
à  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  ()artielles,  et 
c'est  là  une  importante  application  de  cette  théorie. 
Comme  exemple,  nous  rappellerons  l'intégration  com- 
plète des  équations  aux  dérivées  partielles 

(i  —  3-2 )  —-  —  xy  - — : h-in  —  ■.>.)x  -— 

^  '  dx^  -^  ôxdy  dx 


(I) 


—  (  /??  -4-  I  )  >- 1-  (  m  H-  n  ) (  m  +  I  j  U  =  o, 

■   "^y 

( I  —  y-  )  T— 7  —  TV  \ — 1 \-(m  —  -rjV  -r- 

I  ^^  I  \    '  TT 

—  in  -^  \)x ^  {m  -^  n)  yii  ^  \)  \}  —  o 

ùx 


vérifiées  par  le  poUnome  d'Hermite 

\],„,Ax,y)=--k^^^^^^y-x''--y'^yn-n^ 

extension  à  deux  vaiial)les  du  polvnome  de  Legendre. 
C'est  F.  Didon  qui  a  le  premier  remarqué  que  la  d(''ii- 
vation  m  fois  pai-  l'apport  à  x  et  n  lois  par  rap|>ort  à  y 
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du  système 


(II) 


6/j"2  ^  àxdy 

'     dx       -^   dy 
,  d^-  P  of2  P 


dx'^  dx  dy 

•^   ôy  Ox 


faisait  précisément  retomber  sur  le  système  (I).  Il  a 
résolu  les  équations  (II)  après  d'assez  longs  calculs; 
M.  Appell  a  effectué  récemment  la  même  intégration 
par  une  méthode  très  rapide. 

Nous  avons  donné  nous-même  (  ')  l'intégration  com- 
]>lète,  par  ce  procédé,  du  système  vérifié  par  les  poly- 
nômes d'Hermite  déduits  d'une  exponentielle 

OÙ  cp  est  une  tormc  quadratique. 

Signalons,  comme  applications  que  l'on  pourrait 
faire  de  la  méthode,  lintégration  des  équations  hyper- 
géométriques  à  deux  variables,  et  du  système  vérifié 
par  les  polynômes 

^ lx"'+'^  (j  —  X"-  —  }  2  )'«+"  1 

àx'"  ôy"'  ■■  V    /         j 

extensions  de  ceux  que  nous  a\<uis  considérés  au  n"  1. 


(')  C.  R.  Acacl.  Se.  t.  167,  191.^,  p.  022. 
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[K'9a] 

SUR  LE  CERCLE   DE   MIQUEL; 

Par  M.  François  GIRAULT. 


I.  Elanl  données  cinq  droites,  les  foyers  des  cinq 
paraboles  inscrites  aux  quadrilatères  formés  par  ces 
cinq  droites,  prises  quatre  à  quatre,  sont,  comme  l'on 
sait,  sur  un  cercle,  dit  cercle  de  Miquel  du  pentagone 
des  cinq  droites.  Ce  cercle  esl  le  lieu  des  foyers  des 
moiiojocales  de  troisième  classe  inscrites  au  penta- 
gone ('). 

Le  cercle  de  Miquel  d' an  pentagone  est  le  lieu 
des  points  M  tels  que  la  conique  qui  passe  par  les 
projections  de  M  sur  les  côtés  du  pentagone  passe 
aussi  en  M. 

On  reconnaît  en  effet  immédiatement  que  la  podaire 
dune  monofocale  de  troisième  classe  par  rapport  à  son 
fojer  est  une  conique  passant  en  ce  point.  Réciproque- 
ment, l'anlipodaire  d'une  conique  par  rapport  à  l'un 
de  ses  points  est  une  monofocale  de  troisième  classe 
ayant  son  foyer  au  point  considéré.  Le  lieu  visé  dans 
l'énoncé  se  confond  avec  celui  des  monofocales  de 
troisième  classe  inscrites  au  pentagone,  c'est-à-dire 
avec  le  cercle  de  Miquel  de  celui-ci. 

IT.   On  peut  reconnaître  l'existence  de  cinq  cercles 

(')  Voir  l'article  de  M.  Henri  Lebesguk,  Sur  deux  théorèmes  de 
Miquel  et  de  Clifford  (N.  A.,  1916,  p.  48«). 
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l'emarquables  pjissant  tous  par  nu  même  point  du 
cercle  de  Aliquel  d'un  pentagone. 

Cherchons,  en  eflet,  un  quadrilatère  étant  donné, 
quel  est  le  lieu  des  points  M  tels  que  la  conique  qui 
passe  par  les  projections  de  M  sur  les  côtés  du  qua- 
drilatère et  par  M  soit  une  hyperbole  équilalère  H. 

L'antipodaire  de  H  par  rapport  à  M  est,  d'après  la 
remarque  faite  ci-dessus,  une  nionofocale  de  troisième 
classe  G,  ayant  son  foyer  en  M. 

Les  directions  asjmptotiques  de  G  sont  évidem- 
ment perpendiculaires  aux  directions  asjmptotiques 
de  H,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  rectangulaires.  Le  lieu 
cherché  est  donc  celui  des  foyers  des  monofocales  ins- 
crites an  quadrilatère  donné,  et  telles  que  leurs  direc- 
tions asymptotiques  soient  rectangulaires. 

Ce  lieu  est  un  cercle.  En  etlét,  I  et  J  étant  les 
points  cycliques,  il  existe  une  infinité  simple  de  mono- 
focales de  troisième  classe  inscrites  au  quadrilatère  et 
tangentes  à  une  droite  isotrope  donnée  IM.  Lne  telle 
monofocale  est  déterminée  d'une  façon  unique,  si  l'on 
se  donne  l'un  de  ses  points  de  contact  avec  la  droite  de 
l'infini,  et  l'autre  point  de  contact  est  aussi  déterminé 
d'une  façon  unique.  Ces  deux  points  de  contact  sont 
donc  en  relation  homographique  (et  visiblement  invo- 
lutive)  sur  la  droite  de  l'infini.  Si  l'on  veut,  en  outre, 
que  la  monofocale  ait  ses  directions  asjmptotiques 
rectangulaires,  il  faut  que  ces  deux  points  de  contact 
se  correspondent  dans  l'involution  qui  admet  I  et  J  pour 
points  doubles.  Deux  in\  olutions  sur  une  même  droite 
n'ajant  qu'un  couple  commun,  on  voit  qu'il  existe 
une  seule  monofocale  de  troisième  classe,  à  direc- 
tions asjmptotiques  rectangulaires,  inscrite  au  qua- 
drilatère   et    tangente    à    VSi.    On    conclut   immédia- 
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temeiit  de  là  qu'il  existe  une  correspondance  homo- 
graphique  entre  IM  etJM,  d'où  il  résulte  que  le  lieu  des 
foyers  des  monofocales  envisagées  est  bien  un  cercle  F. 

Le  cercle  Y  passe  par  le  foyer  F  de  la  parabole 
inscrite  au  quadrilatère  :  en  eflet,  les  projections  de 
ce  point  sur  les  cotés  étant  en  ligne  droite,  il  existe  une 
hyperbole  équilatère  (composée  de  deux  droites  rectan- 
gulaires) passant  par  ces  points  et  par  le  point  F. 

Le  cercle  V  passe  aussi  par  les  centres  des  cercles 
circonscrits  aux  quatre  triangles  formés  avec  les 
côtés  du  quadrilatère^  pris  trois  à  trois.  En  elTet,  l'un 
de  ces  centres  est  l'orthocentre  du  triangle  qui  a  pour 
sommets  ses  projections  sur  les  cotés  du  triangle  corres- 
pondant. Donc  toute  conique  passant  par  ce  centre 
et  ces  projections,  en  particulier  celle  qui  passe  aussi 
par  la  projection  du  même  centre  sur  le  quatrième  côté 
du  quadrilatère,  est  bien  une  hyperbole  équilatère. 

Je  dirai  que  F  est  le  cercle  des  centres  du  quadri- 
latère. 

III.  Considérons  alors  un  pentagone,  de  côtés  i,  2, 
3,  4,  5.  Soient  F, 23',  Pi  F, 235  les  cercles  des  centres  des 
deux  quadrilatères  (  1,  2,  3,  4)  et  (i,  2,  3,  5).  Ils  ont 
en  commun  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
(i,  2,  3)  et  un  autre  point  P,  qui  est  tel  qu'il  existe 
une  hyperbole  équilatère  passant  par  P  et  par  les  pro- 
jections de  ce  point  sur  les  cinq  côtés  du  pentagone. 
P  est  donc  sur  le  cercle  de  Miquel  du  pentagone  (n°  I), 
et  l'on  voit  ainsi  que  P  appartient  encore  aux  cercles 

1  I  2  A  j  5   1  I  3  1  :o    '  -J  :t  i  5   (     )  • 

(')  On  peut  être  conduit  à  se  demander  si,  par  analogie  avec  le 
théorème  de  Clidord,  les  six  points  P  relatifs  aux  pentagones  formés 
p<ir  les  six  côtés  d'un  hexagone,  puis  cinq  à  cinq,  ne  seraient  pas 
sur  un  même  cercle.  J'ai  reconnu,  par  Texamen  d'un  cas  particulier, 
(|u'il  n'en  est  rien. 
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Ainsi,  les  cinq  cercles  des  centres  des  quadri- 
latères obtenus  en  prenant  quatre  à  quatre  les  côtés 
d'un  pentagone  se  coupent  en  un  point  du  cercle  de 
Miquel  de  ce  pentagone. 

I\  .  On  peut  énoncer  le  corollaire  sui\ant  des  propo- 
sitions précédentes  : 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  l\ 
soient  a,  ^,  v  les  symétriques  de  P  par  rapport  aux 
côtés  de  ce  triangle.  Les  cercles  BCa,  CA^3  et  ABv 
se  coupent  en  un  point  du  cercle  a^iy. 

Soient,  en  effet,  r«,  F^,  F^  les  trois  cercles  qui  passent 
en  P  et  qui  ont  pour  centres  respectifs  A,  B,  C.  Ces 
cercles  se  coupent  deux  à  deux,  indépendamment  du 
point  P,  en  a.  !j,  v.  Menons  par  P  deux  droites  quel- 
conques 1  et  2.  On  reconnaît  immédiatement,  en 
faisant  la  figure,  qu'il  existe  trois  droites  3,  4  et  5  telles 
que  les  cercles  I\j,  F^i  ^c  soient  circonscrits  respecti- 
vement aux  triangles  (  i,  2,  3),  (  i,  2,  4)  et  (  i,  2,  5). 

Les  points  a,  |j,  y  sont  les  foyers  respectifs  des  para- 
boles inscrites  aux  quadrilatères  (  i ,  2,  4,  5),  (  i ,  2,  3,  5  j, 
(  1 ,  2,  3,  4)-  Ce  cei'cle  a|iv  est  donc  le  cercle  de  Miquel 
du  j)entagone  (i,  2,  3,  4,  5).  D'autre  part,  le  cercle  BCa, 
par  exemple,  passant  par  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  (  i,  2,  4)  et  (i,  2,  5)  et  par  le 
foyer  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère  (i ,  2,  4,  5), 
est  le  cercle  des  centres  de  ce  quadrilatère.  On  a  des 
faits  analogues  pour  les  cercles  CA!j  et  ABv,  et  l'on  en 
conclut  le  théorème  énoncé. 

On  peut  ajouter  que  les  quatre  cercles  A^'jy,  Bya, 
Cxj^,  X^G  passent  par  un  même  point .  On  a.  enefJét, 
le  théorème  général  suivant  : 

Etant  donnés  six  points  A,  B,   C,  a,  ^3,  y,   si  les 
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(jiiatre   cercles   a^y,   BCa,    CA|3,  ABy  passent  pur 
un    même   poinl^    il  en    est   de   même   des   quatrr 

cercles  ABC.  A3-'.  Bva.  Ca3. 

Il        1  ' 

En  faisant  une  inversion  par  rapport  au  point  de 
concours  des  quatre  premiers  cercles,  on  reconnaît,  en 
ellet,  que  cela  revient  au  théorème  classique  sur  le  cou- 
cou is  des  quatre  cercles  circonscrits  aux  triant;les 
toniu'-s  par  les  côtés  d'un  quadrilatère. 


[O  6s] 

SllK  LES  SURFACES  TÉTRAÉDRALES  SYMÉTRIQUES; 

Par  ai.  Cl.  SERVAIS. 

Professeur  à  l'Université  de  rianrl. 


1.   On  désii;ne  par  A,B,C(D,  le  tétraèdre  de  réfé- 
rence de  la  surface  télraédrale  syniéti'ique 

A  x'"^  -t-  !ij""  -1-  C  s">  -^  D  W"  =  o. 

par  M,  [j.  un  point  de  la  surtace  et  le  plan  tangent  cor- 
respondant. Les  tangentes  asAinptotiques  m,  m^  au 
j)oinl  Af  sont  des  génératrices  de  la  quadrique  polaire 
de  M;  cette  quadrique  {  i))  est  conjuguée  au  té- 
traèdre A,B,C|D,  et  deux  tangentes  conjuguées  ap- 
j)artiennent  à  un  même  complexe  tétraédral  dont 
A,B,C,D,  est  le  tétraèdre  fondamental.  Les  couples 
xle  tangentes  conjuguées  au  point  M  forment  une  invo- 
lulion  ayant  pour  éléments  doubles  les  droites  /«,  /»,. 
Le  cône  (^M)  du  complexe  tétraédral,  déterminé  par  le 
rayon  m,  est  donc  tangent  au  plan  <j.  le  long  de  m.  Par 
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suite,  les  tangentes  à  une  ligne asymptotique  (d)  de 
la  surface  tétraédrale  symétrique  "Lm  appartiennent 
à  un  même  complexe  tétraédral  {*). 

l2.  On  considère  la  cubique  i;iuiche  (G)  circonscrite 
au  tétraèdre  A,B,C,D,  et  tangente  au  point  M  à  la 
courbe  (0).  Les  courbes  (0)  et  (G)  ont  même  plan 
osculateur  u.  au  point  M.  Si  p  et  (?,  p,  et  5,  sont  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  au  point  M  des 
courbes  (0)  et  (G),  on  a  (-) 


(0  ^~-^w=^- 


e 


La  tangente  m  au  point  M  de  la  cubique  (G)  ren- 
contre les  faces  B,C|D, ,  A,C,D,  du  tétraèdre  A,B,C,D, 
aux  points  A,  B.  On  désigne  par  a,  |3  les  plans  mA,, 
mB,  :  par  a,  b  les  traces  des  plans  MA|C,,  MB,  G,  sur 
le  plan  osculateur  ijl.  On  a  (^) 

,    ,  i    \IA.MB  sin(a^*) 

(2)  Pl=  — 


(3)  Si=- 


■2        AB        si  11  (  ma),  si  n(/?i6) 

I   MA.  MB  sin(ap) 

3        ÂB         sin(|JL'y.)-sm(  \j.'p)' 


3.  Les  plans  a  ^  /w  A, ,  |j  ^  /hB,  sont  tangents  à  la 
quadrique  (Q)  aux  points  A,  B  de  la  génératrice  m. 
Si  R, ,  R    désignent  les  rayons  de  courbure  principaux 


(*)  SoPHUs  Lie.  Ueber  Complexe  mit  An  Atnvendung  au/  die 
Théorie  partieller  Differentiel-Gleichungen   {Math.  Ann.,  t.  V). 

(^)  A.  Demoulin,  Sur  les  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  {Comptes   rendus,  Paris,  17  m;ii  1897). 

(^)  C.  Servais,  Sur  la  courbure  des  coniques  et  des  cubiques 
gauches  {Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  t.  I, 
1906,  in-8°). 

Ann.  de  Mathémat..,  \'  série,  l.  XI\.  (Décembre  1919.)       •^•' 
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au  point  M  de  la  quadrique  (Q),  on  a  (<) 

(4)  R'R'^       MÂ^Mb'  sin^g^) 

'     '  Yb         sin2(Ka).sin2(,jtp)* 

D'ailleurs,  si  R, ,  Ra  désignent  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  surface  tétraédrale  au  point  M,  on  a 

(5;  (^  — i)2RiR2  =  R',  r;, 

(6)  5=-\/— RiR2. 

Des  égalités  (3),  (4),  (5),  (6)  on  déduit 

(7)  G  =  d=— ^G^i. 

m  —  I    . 

4.  Dans  le  cas  de  la  surface  tétraédrale  du  troisième 

ordre, 

A-r-i+B^-i-f-C^-i-f-  Dm-»  =  o, 

la  cubique  gauche  (G)  appartient  à  la  surface. 

On  a  donc  (Darboux,   Théorie  générale  des  sur- 
faces, t.  II,  p.  398)  : 

(8)  ^_3  =  -a^. 

61  p 

Les  équations  (i)  et  (8)  ont  pour  systèmes  de  solu- 
tions 

_P__4         E-  —l.        L  —  —  — 

pi        3  ©1        2  pi         '         Si         ■ 

5.  La  relation  (7)  montre  que  pour  une  ligne  asymp- 

totique  (0)  de  la  surface  tétraédrale  du  troisième  ordre 

3 
la  valeur  du  rapport  G  :  S,  est  égale  à  ->  Pour  la  sur- 


(')  C.  Servais,  Sur  la  courbure  et  la  torsion  dans  la  collinéa- 
tion  et  la  réciprocité  (^Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique, 1898,  in-S"). 
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face  S,„,  on  a  donc 

(9)  S=-A^S,. 

Des  égalités  (i)  et  (9)  on  déduit 

(10)  p  =  pi. 

2  —  m 

Ainsi  :  Un  point  M  étant  pris  arbitrairement  sur 
la  ligne  asyniptotique  (Q)  cV une  surface  tétraédrale 
symétrique  S„j,  on  considère  la  cubique  gauche  (G) 
tangente  en  M  à  la  courbe  (9)  et  circonscrite  au 
tétraèdre  relatif  à  cette  surface. 

\°  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  p  et  p,  des 
courbes  (9)  et  (G)  au  point  M  est  en  grandeur  et  en 
signe  égal  à 


2°  Le  rapport  des  rayons  de  torsion  S,  5,  des 
courbes  (9)  et  (G)  au  point  M  est  en  grandeur  et  en 
signe  égal  à 


6.  Des  formules  (2),  (3),  (9),  (10)  on  déduit 

2        MA. MB     *       sin(aè) 
'        m  —  2        AB        sin(  mrt)«in(  «j6) 
_        I        MA.  MB  sin(aP) 

m  —  I        AB        sin  (  [jLaj.siii(  p.^) 

formules  qui  déterminent  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  de  la  ligne  asymptotique  (9)  de  la  surface  tétraé- 
drale S„j  en  fonction  d'éléments  déterminés  par  le 
point  M,  la  tangente  m  et  le  tétraèdre  de  symétrie. 

7.  Une  tangente  asymptotique  m  au  point  M  de 
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la  surface  tétraédrale  S,„  renconlre  les  faces  du 
tétraèdre  de  symétrie  A,B,C,D,  aux  points  A.  B, 
C,  D.  L' homologue  du  point  M  dans  linvolution 
(AB,  CD)  est  situé  sur  la  droite  joignant  les  traces 
des  arêtes  opposées  A,B,,  C)D,  sur  le  plan  tangent 
en  M  à  la  surface. 

En  effet,  la  conique  (jjl)  du  complexe  (T)  (i)  située 
dans  le  plan  a  est  tangente  en  M  à  la  droite  m  et 
inscrite  dans  le  quadrilatère  abcd  section  du  té- 
traèdre A,  B,  C|  D,  par  le  plan  u.  Les  tangentes  a  et  6, 
c  et  d  définissent  sur  la  conique  {y.)  une  involution  (I); 
en  désignant  par  7?i' la  conjuguée  de  m  dans  cette  invo- 
lution, les  trois  points  aZ>,  cd ,  K^/n/n'  sont  colli- 
néaires.  L'involution  (1)  détermine  sur  la  droite  m  l'in- 
volution  (^AB,  CD.  MR). 

8.  Si  m  et  [Ji  sont  respectivement  une  tangente 
asymptolique  et  le  plan  tangent  en  un  point  M  d' une 
surface  tétraédrale  ^m-)  le  conjugué  du  plan  a  dans 
l'involution  définie  par  les  couples  de  plans  proje- 
tant de  m  les  sommets  A.i  e^B,,  C|  e^D,  du  tétraèdre 
de  symétrie  coupe  les  arêtes  opposées  A,  B, ,  C)  D,  en 
deux  points  alignés  sur  le  point  M. 

En  effet  le  cône  (M)  du  complexe  (T  )  est  tangent 
au  plan  u  le  long  de  la  droite  m.  Les  génératrices AL\, 
et  MB,,  MC,  et  MD,  définissent  sur  le  cône  (M  )  une 
involution  (L)  dont  le  rayon  polaire  /■  s'appuie  sur  les 
droites  A,  B,,  C)D,  ;  le  plan  mr  est  l'homologue  de  jx 
dans  l'involution  projetant  de  m  l'involution  (I). 

9.  La  tangente  au  point  ^\{x^r^  :;,  a,)  de  la  courbe 
tétraédrale  symétrique  (C^) 

A^'"—  By'"-^  Cz'"  -+-  Da'"  =  o. 
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est  l'axe  du  faisceau  des  plans  tangents  aux  quadriques 
du  faisceau 

(A  — A  A'  ix',"-2  :r2  -4-  (  B  —  kB')yi'-^y'- 

Cette  droite  m  est  une  génératrice  de  la  quadrique  (Qi) 
définie  par  une  valeur  A,  convenablement  choisie  du 
paramètre  k,  et  par  suite  m  est  une  tangente  asympto- 
tique  de  la  surface  tétraédrale  S„j  représentée  par 
l'équation 

(A  —  X:iA')ar"«-T-(B  —  XiB'jjK'" 

^  (  C  —  A'i  G'  )  5'«  +  (  D  —  Al  D'  )  u>"  =  o. 

Le  plan  tangent  en  M  àS„jest  osculateur  àla  courbe(Cw) 
située  sur  I,„t  ',  sinon  la  courbure  de  cette  courbe  en  un 
quelconque  M  de  ses  points  serait  nulle.  Mais  le  plan 
est  tangent  au  cône  (M)  du  complexe  tétraédral  défini 
par  le  rayon  m  (  i  )  ;  donc  : 

Les  tangentes  à  une  courbe  tétraédrale  symé- 
trique (Cm)  appartiennent  à  un  même  complexe 
tétraédral  dont  le  tétraèdre  fondamental  coïncide 
avec  le  tétraèdre  de  symétrie  de  la  courbe  ('). 

La  tangente  m  coupe  la  face  A,B,C)  du  tétraèdre 
de  symétrie  A,  B,  Ci  D,  au  point 

x^_  =  (  BC  )j''i"- 1  2'i"- 1 ,        ^2  =  (  GA'  )x'{'-  '  z'i"- S 
Z2=  (AB')a:;"-iy/'-». 

En  exprimant  que  ce  point  appartient  à  la  qua- 
drique (Qi  ),  on  détermine  la  valeur  A,  du  paramètre  A, 

._    A(BC')2jKr^7'+  BiCA'y-x\"z'{'-+-  C(Xh'y-x'l'y'{' 
'""  A'(BC')2jKf  x;',«-H  B'(GA')2a:;"5;«-H  C'(AB'jî:r',"  V',"  ' 

(')  A.    Demoulin^    Sur   les    courbes    tétraédrales    symétriques 
{Comptes  rendus,  Paris,  i"  avril  1892). 
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En  désignant  par  A  le  dénominateur  de  A,,  on  a 

A(A-/>-iA')  =  —  (yVB')(AC')(AD'):r',"«',", 
A(B  — /,B')  =  — (BA')(BC')(BD')7'/'A<Y', 
A(  C  —  Al  G'  )  =  -  (  CA',)(  GB')(GD'  )5'i"  «'/', 
A(  D  -  Al  D'  )  =  —  ( DA'  )(  DB')(  DG' j  »'/'  u'{'. 

Il  résulte  de  ces  valeurs  que  les  coordonnées  du  pôle 
du  plan  osculateur  \x  relativement  à  la  quadrique 

.7-2  _j_  j^2  _4_  ;;2  _|_  ,<2  _  o 

sont  données  par  les  égalités 

Xi  =  (AB')(AG')(AD')a7|"'-',         Yi  =(BA')(BG')(Bry  )  v?'""', 
Z,  =(GA')(GB')(GD'):;f"'-',         Ui  =(DA' )(DB')(DC'M/f"'-'. 

Par  suite,  les  équations  de  la  polaire  réciproque  (C^„,) 
de  la  courbe  (C,„^  sont  : 

Al  a-'"' -H  Bi  x'"'-4-  Gi  c"''-H  D'  u'"'  =  o, 
A'i  ar'«'  -I-  B'i  y'"'  -+-  C\  z'"'  -+-  D','  a'"'  —  o, 


en  posant 


Al  =  A 

A',  =  A' 
Bi  =  B 
B'i  =  B' 
Ci=  G 
G',  =  G' 
Di  =  D 
D',  =  D' 


[{AB')(AG')(AD')]^"'-', 


[(AB')(  AG')(AD')]2'"-i, 


[(BA'){BG')(BD')p"'-', 

m 

[(BA')(BG')(BD')]ï^^^^', 


[(GA'),GB')(GD')P' 


[(GA')(GB')(GD')]2'«-S 

m 

[(DA')(DB')(DG')]5'^^^^, 


[(DA')(DB')(DG')]^' 


Ainsi  :  La  polaiie  réciprotiue  t^C'«)  d'une  courbe 
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tétraêdrale  symétrique  (C„j)  est  une  courbe  tétraé- 
drale  symétrique.  Les  exposants  m  et  m'  relatifs  à 
ces  deux  courbes  sont  liés  par  la  relation 


1  m  m  =^  m  -h  m 


10.  Si  l'on  désigne  par  pa  et  Ga?  p  et  5  les  rayons  de 
courbure  et  de  torsion  au  point  de  contact  M  de  la 
courbe  tétraêdrale  (G,„)  et  d'une  ligne  asymptotique 
de  la  surface  2,„(9),  on  a  (Darboux,  Théorie  générale 
des  surfaces^  t.  II,  p.  SgS) 

(M)  ^-3  =  -.?i. 

foî  p 

Les  égalités  (g),  (lo),  {i\)  donnent 


(12) 

3        G, 
I  —  m  ©2 

-3 

Go   2  —  m 

pi        -i 

On  a  aussi 

(^) 

(i3) 

4?^ 

3^=.. 

(l-2 


Les  équations  (12)  et  (i3)  ont  pour  systèmes  de  so- 
in lions 

P2  1  ^1  _        3 

pi         1  —  m  (?i         I  —  2  m 

02  4  ^i  _      3 

pi  ~  1  —  //i  '         G)         I  —  m 

Dans  le  cas  de  la  cubique  gauche  : 

Aar-i  -+-  B  j  »  -h  C  3-1  -i-  D  «-'  =  o, 
A'^-'-i-  B>-  i-t-C'^-'-l-  D'a-'  =  o, 

on  a  nécessairement  p.=  c,,  (^0=  <^n  donc  dans  le  cas 
général  on  a 

2                 _       f      3      • 
(i4)  0'=  ?i-        ^2=  Si- 


(  \^M  ) 

Ainsi  :  Un  point  M  étant  pris  arbitrairement  sur 
la  courbe  tétraédrale  symétrique  (Cw),  on  considère 
la  cubique  go.uche  (G)  tangente  en  M  à  la  courbe  (C,„) 
et  passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  de  symétrie. 

i"  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  ^.^  et  p,  au 
point  M  de  la  courbe  tétraédrale  (C„,)  et  de  la  cu- 
bique (G)  est  égal  à  (  '  ) 


a"  Le  rapport  des  rayons  de  torsion  Go  et  S,  au 
point  M  de  la  courbe  {Cm)- et  de  la  cubique  (G)  est 
égala  {•') 


11.   On  déduit  des  équations  (2),  (3),  (i4)  que  : 

Les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  au  point  M 
dhine  courbe  tétraédrale  symétrique  sont  donnés 
par  les  formules 

^  _        I        MA.  MB  s\n{ab) 

'   ~  ni  —  I        Ab        sin(/«a).sin(/n6) 
I  M  A.  MB  sin(a3) 


5 


■im  —  I         AB        siiK  ;-ia).  sin  (  [jl[î)  ' 


A,  B  sont  les  traces  de  la  tangente  m  au  point  M 
sur  les  faces  B,  G,  D, ,  A,  G,  D,  du  tétraèdre  de  symé- 
trie A,B,G,D,  de  la  courbe  tétraédrale  ;  rt,  b  les 
traces  des  plans  MAiCi,  MB,  G,  sur  le  plan  oscula- 
teur  [j.;  a,  [iJ  les  plans  wA,,  ;>?B,. 

(  ')  \.  Jamet,  Sur  les  surfaces  et  les  courbes  tétraédrales  symé- 
triques {Annales  scienti/iques  de  l'École  Normale  supérieure^ 
1887). 

(^)  A.  Dkmoulin,  Sur  les  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  {Comptes  rendus,  Paris,  17  mai  1897). 
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12.  La  tangente  m  au  point  M  d'une  courbe 
tétraédrale  symétrique  (C)  rencontre  les  faces  du 
tétraèdre  de  symétrie  A(B,C,D,  aux  points  A,  B, 
C,  D.  L'homologue  du  point  M  dans  V involution 
(AB,  CD)  est  situé  sur  la  droite  joignant  les  traces 
des  arêtes  opposées  A,  B,,  C)D,,  sur  le  plan  oscula- 
teur  ui  au  point  M. 

Le  conjugué  du  plan  osculateur  |j.  dans  l'involu- 
tion  définie  par  les  couples  de  plans  projetant  de  la 
tangente  m  les  couples  de  sommets  A,  et  B,,  C,  et  D, 
du  tétraèdre  de  symétrie  \i  B,  C,  D,  coupe  les  arêtes 
opposées  A,B|,  C,D,  en  deux  points  alignés  sur  le 
point  M. 

Les  démonstrations  sont  identiques  à  celles  des  n°^  7 
et  8. 

La  première  propriété  donne  la  construction  du 
plan  osculateur  a  en  un  point  donné  M  de  la  courbe 
tétraédrale  symétrique  (C). 

13.  Un  point  M  étant  pris  arbitrairement  sur  la 
ligne  asymptotique  (9)  dune  surface  tétraédrale 
symétrique  S„,  d^ ordre  ni^  on  considère  la  courbe 
tétraédrale  symétrique  (C)  tangente  en  ce  point  à 
la  courbe  (9),   ayant  pour   tétraèdre   de  symétrie 

celui  de  la  surface  -„t  et  pour  exposant  — 

Les  courbures  et  les  torsions  des  deux  courbes  au 
point  M  sont  égales  et  de  même  signe. 

Car  on  a  successivement  pour  les  courbes  (9)  et  (C) 


p"     '"71^^" 


3  ,  3 

t  =  Gi,         S  = Si, 

I  —  m  m 

I  —  2  — 

2 
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p'  et  s'  étant  les  rayons  âé  courbure  et  de  torsion  au 
point  M  de  la  courbe  (C  ).  On  a  donc 

p  =  p',         (?  =  G'. 

14.  Les  arêtes  opposées  A,B,,  C|D,  du  tétraèdre 
fondamental  d'un  complexe  tétraédral  [T)  étant  con- 
juguées dans  un  complexe  linéaire  (A),  Tarête  de 
rebroussement  (C)  d'une  développable  quelconque 
de  la  congruence  [(T),  (A)]  jouit  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Un  point  M  étant  pris  arbitrairement  sur  la 
courbe  (C),  on  considère  ta  cubique  gauche  (G)  tan- 
gente au  point  M  à  la  courbe  (C)  et  circonscrite  au 
tétraèdre  A,  B,  C,  D, . 

Si  p  e?  p,,  t  et  G,  sont  les  rayons  de  courbure  et 
de  torsion  des  courbes  (G)  et  (G)  au  point  M,  on  a 

p  =  2pi,         G  =  3  Cl, 

en  grandeur  et  en  signe. 

En  effet,  en  utilisant  les  notations  (2),  les  plans  [5* 
et  a  sont  respectivement  les  plans  focaux  des  points  A 
et  B  dans  le  complexe  linéaire  A.  Les  tangentes  à  la 
courbe  (  G  )  appartiennent  à  ce  complexe.  On  a  donc  (  '  ) 

^_        MA.  MB  sin(a;5) 

'  AB        sin(  U.7.  j.siii(  jJL^) 

Les  égalités  (3)  et  (i5)  donnent 
(i6)  5  =  35,. 

Les  tangentes  à  la  courbe  (^G)  appartiennent  au  com- 
plexe tétraédral  (T);  l'égalité  (1)  qui  lui  est  applicable, 
combinée  avec  l'égalité  (16),  conduit  à  la  relation 


(')  Celle  formule  esl  dériiDulrt'e  au   n°  IG. 
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Corollaire.  —  Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (C) 
au  point  M  est  donné  par  la  formule 

MA.  MB  si  II  (ai) 

P   =    — .    : • 

AB        sin(  wa).sin(/?z6  j 

Jo.   La  propriété  (  i  o) 

^2= îsi, 


due  à  M.  A.  Deuoulin,  peut  se  déduire  par  la  théorie 
des  polaires  réciproques  de  la  propriété 

2 

p-i=  Pi. 

I  —  ni 

due  à   l/.  V.  Jamet. 

Les  polaires  réciproques  (C„,,)  et  (G)  des  courbes  {Cm) 
et  (  G  )  (lo),  relativement  à  la  quadrique 

x^ -^  y^- -h  z^ -+-  iû=  o, 

sont  tangentes  au  point  M,  correspondant  de  M.  On 
désigne  par  p'^  et  o'j  les  rayons  de  courbure  des 
courbes  (C',„,)  et  (G')  au  point  M,  ;  on  a  (^  '  ) 

(17)  Pl^4|2. 

?i        ?i   ti 

La  cubique  (G')  est  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre 
de  symétrie  A,  B,  C,  D,  ;  si  l'on  désigne  par  p'j  le  rayon 
de  courbure  de  la  cubique  tangente  en  M,  à  la 
cubique  (G)  et  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  on  a 

(i8)  p',  =  3p';. 

et,  d'après  la  propriété  de  M.  Jamet, 

(19;  --    =    '  -^    =    .• 

pi         I  —  m  Pi  I  —  m 

(  '  )  C.  Servais,  Sur  la  courbure  et  la  torsion  dans  la  collinéa- 
tion  et  la  réciprocité,  p.  29. 
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On  a  d'ailleurs  (9) 
(ao)  imm'=  ni  -+-  m'. 

Les  égalités  (17),  (18),  (19),  (20)  donnent 

5.,= L-  5,. 

I  —  "î/n 

Une  remarque  analogue  est  applicable  aux  pro- 
priétés (5)  et  (  i4)- 

16.  Soient  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins 
d'une  courbe  (C)  dont  les  tangentes  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire;  A',  B'  deux  points  de  la 
droite  MM';  a,  [jl'  les  plans  osculateurs  aux  points  M, 
M';  a',  (S'  les  plans  focaux  des  points  A',  B'.  On  a 

(MA'M'B')  =  (iJia>'p'), 

par  suite 

..       MM'         ,.     M'A'.  MB'  sin(a'B') 

1 1  m  -. ,  =  1 1  ni 


ou 


C3  = 


A' B'        sin(  fx'a')  sin(  fjip') 

MA.  MB  sin(a(î) 

AB        sin  (  jJLa).sin(  [JL^) 


A  et  B  sont  deux  points  de  la  tangente  au  point  M; 
a  et  [3  leurs  plans  focaux  respectifs. 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1837. 

(1900,  p.  96;    1917,  p.   358.) 

Les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  hoinologiques  de 
deux  manières  : 


1° 


centre  O 
centre  O' 


A 

B 

G 

A' 

B' 

C 

A 

B 

C 

C 

B' 

A' 

axe  o, 
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Démontrer  que  si  i^  passe  par  O'  :  i°  o'  passe  par  0;  i°  les 
six  points  0,  O',  ba  ,  bc' ,  b' a,  b' c  sont  les  sommets  d^un 
quadrilatère  complet;  3"  les  six  droites  o,  o',  BA',  BC,  B'A, 
B  Ç  sont  les  côtés  d'un  quadraniile  complet;  4°  l^  triangle 
diagonal  du  quadrangle,  qui  a  pour  sommets  ba\  bc', 
b'a,  b' c  coïncide  avec  le  trilatère  diagonal  du  quadrila- 
tère qui  a  pour  côtés  BA'.  BC,  B'A,  B'C. 

G.  Galllcci. 

Solution 
Par  iM.  R.  Bolvaist. 

Si  l'on  se  place  dans  les  conditions  de  riiypothèse.  on  voit 
immédiatement  que  AC.  A'C  se  coupent  en  O'  sur  o,  o  est  la 
polaire  de  O  par  rapport  à  AC,  A'C.  Projetons  o  suivant  la 
droite  de  l'infini.  Le  quadrilatère  ACA'C  devient  un  parallé- 
logramme dont  les  diagonales  AA',  CC  se  coupent  en  O, 
BOB'  est  parallèle  à  AC,  CA'  et  l'on  a  BÔ  ='ÔB'. 

1°  0'  est  à  linfini  sur  BOB',  et  o'  est  la  parallèle  à  AC, 
A'  C  menée  par  O. 

2"  Le  quadrilatère  ba' ,  bc',  b'a,  b' c  est  un  parallélogramme 
dont  les  diagonales  se  coupent  en  0,  bc'  et  ba'  étant  sur  AC, 
b'a  et  b' c  étant  sur  A'C. 

3"  Le  quadrilatère  formé  par  les  droites  BA',  BC,  B'A, 
B'C  est  un  parallélogramme  dont  les  diagonales  se  coupent 
en  O,  deux  sommets  opposés  sont  B  et  B',  les  deux  autres 
sont  sur  o'. 

4°  Le  quadrilatère  formé  par  les  droites  Ac6',  \' bc' ,  Cb'a, 
C  ba'  est  un  parallélogramme  dont  les  diagonales  se  coupent 
en  O,  deux  sommets  opposés  sont  B  et  B',  les  deux  autres 
sont  sur  o'.  Il  suffit  donc  de  revenir  à  la  figure  primitive  pour 
avoir  toutes  les  propriétés  de  l'énoncé. 

Autre  solution,  par  M.  M.  Faucheu.x. 
1852. 

I 1900,  p.    288  1 

On  considère  un  système  articulé  composé  de  sept  tii;es 
rigides  dont  les  quatre  premières  forment  un  quadrila- 
tère gauche  ABGD;  les  trois  autres  ME,  MF,  MG  relient  un 
point  M  à  trois  points  E,  F,  G,  appartenant  respectivement 
aux  tiges  AB,  BC,  CD  et  fixes  sur  ces  tiges. 


(  470  ) 

Les  articulations  qui  existent  aux  points  A,  B,  C,  D,  E, 

F,  G,  M  sont  réalisées  par  des  joints  de  Cardan. 
Démontrer  que,  pendant  toutes  les  déformations  dont  le 

système  est  susceptible,  le  point  M  reste  à  distance  inva- 
riable d'un  certain  point  H  de  la  tige  DA,  fixe  sur  cette 
tige.  On  peut,  de  la  sorte,  adjoindre  au  système  une 
huitième  tige  MH  sans  introduire  de  liaison  nouvelle. 

Raoul  Bricard. 

Solution 
Par  M.  G.  Fontené. 

Dans  \t\o\\ime.  à&?,  Nouvelles  Annales  pour  1904,  page  io5, 
j'ai  fait  connaître  un  système  articulé  gauche  ayant  deux 
paramètres  de  déformation,  et  j'ai  indiqué  comme  cas  parti- 
culier le  système  dont  il  s'agit  ici.   Les  quatre    points  E,  F, 

G,  H  sont  dans  un  même  plan;  et  si  l'on  pose 

AB  =  a-,  BG  =  6, 

AE  _  m  BF  _  71 

EB  ~  n'  FC  ""  /)'  ■  *■' 

ME  =  a,  MF  =  [B, 
on  a 

m        n  I  \n.       p 

a»  62 


Autre  solution,  par  M.  M.  Faucheux. 

1884. 

(1900,  p.  572;  1917,  p.   398.) 

Dans  le  plan,  une  courbe  de  troisième  classe  C  et  une 
cubique  C  peuvent  se  correspondre  ainsi  :  l'un  des  trois 
système  de  coniques  S'  qui  admettent  G'  pour  Jacobienne 
ordinaire  se  compose  des  coniques  circonscrites  à  V  un 
des  trois  systèmes  de  quadrangles  circonscrits  àC;  et  l'un 
des  trois  systèmes  de  coniques  S  qui  admettent  C  pour 
Jacobienne  tangentielle  se  compose  des  coniques  inscrites 
dans  l'un  des  trois  systèmes  de  quadrilatères  inscrits  à  G'. 
On  peut  se  donner  G'  par  exemple  et  il  y  a  alors  trois 
courbes  G.  G.  Fontené. 


(  47^  ) 

Solution 
Par  M.   Henri  Dumas. 

Un  système  de  coniques  S'  admettant  C  pour  Jacobienne 
est  le  réseau  des  coniques  polaires  de  tous  les  points  du  plan 
par  rapport  à  une  cubique  F'  admettant  C  pour  Hessienne. 

Le  faisceau  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrangle  cir- 
conscrit à  C  fait  partie  du  réseau  admettant  G  pour  Gayleyenne, 
puisque  les  trois  coniques  décomposées  de  ce  faisceau  sont 
formées  chacune  de  deux  tangentes  à  C.  La  première  partie 
de  l'énoncé  revient  donc  à  dire  que  G  est  la  Gayleyenne  d'une 
cubique  V  admettant  G'  pour  Hessienne. 

Si  l'on  se  donne  G',  il  y  a  trois  cubiques  F'  l'admettant 
pour  Hessienne  et  chacune  de  ces  trois  cubiques  admet  une 
Gayleyenne  G.  A  une  courbe  G'  correspondent  donc  trois 
courbes  G. 

Les  propriétés  relatives  aux  courbes  de  troisième  classe  et 
aux  réseaux  tangentiels  de  coniques  donnent  les  fait»  corré- 
latifs des  précédents  (*). 


QUESTIONS 


2428.  On  sait  que  les  pieds  M,  M',  M",  M'"  des  normales 
abaissées  d'un  point  P  sur  une  conique  A  sont  situés  sur  une 
hyperbole  équilatère  A'  qui  passe  par  P  et  par  le  centre  G  de  A. 
Étant  données  l'équation  de  A'  sous  la  forme  xy  =  K^  et  les 
coordonnées  des  points  M,  M',  M"  de  cette  courbe,  trouver 
les  relations  qui  lient:  i"  les  abscisses  des  points  M,  M',  M", 
M'";  2°  celles  des  points  M,  M',  M",  P;  3°  celles  des  points 
M,  M",  M'",  G.  J.  Neijberg. 

(•)  Il  reslerait  à  montrer  que,  si  une  courbe  C  est  la  Caylej'enne 
d'une  cubique  V  admettant  C  pour  Hessienne,  la  courbe  C  est  la 
Gayleyenne  tangenlieile  d'une  courbe  de  troisième  classe  T  admet- 
tant C  pour  Hessienne  langentielle.  N.  D.  L.  R. 
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2429.  Soient  G  le  centre  et  p  une  asvmptote  d'une  hyper- 
bole équilatère  variable  qui  passe  par  deux  points  donnés  A 
et  B.  Lorsque  G  parcourt  une  droite  donnée  c,  quelle  est  l'en- 
veloppe de />?  Lorsque/)  tourne  autoui-  d'un  point  donné  P, 
quel  est  le  lieu  de  G?  J.  Nkuberg. 

\  2430.  Soient  M  et  M'  deux  points  inverses  par  rapport  à 
un  triangle  ABC,  X'Y'Z'  le  triangle  podaire  de  M'.  P  étant 
un  point  quelconque  du  plan,  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  M  sur  P\',  PY',  PZ'  rencontrent  respectivement  les 
côtés  BC,  GA,  AB  en  trois  points  a,  8,  y  en  ligne  droite.  La 
droite  x^y  est  perpendiculaire  à  PlM'.  G.  Goxvkrs. 

V  2431.  Étant  donnés  deux  triangles  homologiques  et  dont 
les  côtés  sont  deux  à  deux  perpendiculaires  :  i"  leur  centre 
d'homologie  est  l'un  des  points  d'intersection  de  leurs  cercles 
circonscrits;  2°  les  droites  de  Simpson  de  l'autre  point  com- 
mum  à  ces  deux  cercles  par  rapport  aux  deux  triangles  sont 
rectangulaires  et  se  coupent  sur  l'axe  d'homologie. 

N.  Obrechkoff. 

"  2432.  Sur  les  côtés  d'un  triangle  ABG  on  construit  trois 
rectangles,  à  diagonales  égales,  dont  les  centres  sont  D,  E,  F. 
Soient  D',  E',  F'  les  symétriques  de  ces  points  par  rapport 
à  BG,  GA,  AB.  Montrer  que  : 

1°  Les  centres  6,  oj^  to'  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABG,  DEF,  D'E'F'  sont  en  ligne  droite; 

i"  Les  cercles  podaires  de  oj  et  a>',  par  rapport  à  ABG, 
sont  tangents  au  cercle  des  neufs  points  de  ce  triangle. 

V.  Thébault. 


2433.  Étant  données  quatre  droites  quelconques,  dans  le 
plan,  on  peut  leur  en  associer  une  cinquième,  telle  que  les 
dix  segments  dont  chacun  a  pour  extrémités  le  point  de  ren- 
contre de  deux  de  ces  droites  et  l'orthocentre  du  triangle 
formé  par    es  trois  autres  aient  même  point  milieu. 

Les  côtés  d'un  pentagone  régulier  forment  un  tel  système 
de  cinq  droites.  R.  B. 
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